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INTRODUCTION GENERALE

Cette thése se compose de deux chapitres indépendants. Cette courte introduction pré-
sente le contexte dans lequel s’inscrivent les résultats obtenus et les résume briévement.

Ces deux chapitres ont en commun 1'usage intensif de la théorie de Hodge p-adique ; c’est
donc naturellement par la que nous commencons.

La théorie de Hodge p-adique en quelques mots

Position du probléme. — Soit p un nombre premier, et K une extension finie de Q,,
dont on note Gx le groupe de Galois absolu. Si ¢ est un nombre premier, on appelle repré-
sentation {-adique de Gk la donnée d’un espace vectoriel V' de dimension finie sur Qg, muni
d’une action linéaire et continue de G . Des exemples trés intéressants de telles représen-
tations sont fournis par la cohomologie étale f-adique des variétés propres et lisses sur K.
Si £ # p, le théoréme de monodromie ¢-adique de Grothendieck ([137, Appendice|) montre
que la structure des représentations f-adiques de G est assez simple : si V est une telle
représentation, il existe un sous-groupe ouvert du groupe d’inertie I, tel que la restriction
de V a ce sous-groupe soit unipotente (on dit que V' est quasi-unipotente) ; autrement dit,
il existe un endomorphisme nilpotent N de ’espace vectoriel V', tel que pour tout g dans ce
sous-groupe, p(g) = exp(Nte(g)), te : Ix — Z;(1) désignant la projection de 'inertie sur le
quotient ¢-adique modéré.

Si on prend ¢ = p, i.e. si I'on s’intéresse aux représentations p-adiques de G, la situa-
tion est nettement plus compliquée. Pour mettre un peu d’ordre dans 'univers sauvage des
représentations p-adiques du groupe de Galois d’un corps p-adique, la stratégie trés fruc-
tueuse introduite par Fontaine est de construire certaines Qp-algébres topologiques munies
d’une action continue de Gg et de structures additionnelles respectées par cette action —
par exemple, un Frobenius, un opérateur de monodromie, une filtration... La construction
d’une telle algébre B permet de découper une sous-catégorie intéressante de représentations
p-adiques de Gg : celles qui sont B-admissibles, c’est-a-dire celles qui deviennent triviales
quand on étend les scalaires 4 B. Si V est B-admissible, le B¢-module (B ® V)9% est libre
de rang dimg, V' et muni des mémes structures que B. On associe ainsi a toute représenta-
tion B-admissible un invariant plus maniable et qui permet, si 'anneau B est assez fin, de
récupérer la représentation V.

La difficulté consiste donc & construire de telles algébres B ; la construction dépend évi-
demment des représentations que ’on souhaite étudier. Pour des compléments a la discussion
qui suit, le lecteur pourra consulter par exemple [7] ou [36]. Si on veut décrire toutes les
représentations p-adiques, en les remplacant par des objets plus simples, on aboutit a la
théorie des (p,I')-modules; si, au contraire, on souhaite isoler les propriétés spécifiques de
certains types de représentations (par exemple, celles que donnent la cohomologie étale p-
adique d’une variété propre et lisse sur K, ou d’une variété propre et lisse ayant bonne
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réduction) et méme espérer ainsi les caractériser, il faut jouer avec les anneaux de Fontaine
+ +
By, B Bg...

cris?

Représentations potentiellement semi-stables. — Commengons par ces derniers. Soit
C' le complété d’une cloture algébrique de Q,, Oc I'anneau des entiers de C'. Le bascule-
ment (V)

O = limOc/p
%]

est un anneau local parfait de caractéristique p, de corps des fractions noté C”. On note
Aing = W(Oe»)
I’anneau des vecteurs de Witt de Op». On dispose d’un morphisme d’anneaux

0: Auill/p) = C, Y Pl Y pral”,

k>—o00 k>—o00

ou l'on on a noté pour chaque k, z; = (x,&n))nzo € Oc» et [] le relévement de Teichmiiller.
On définit B(TR comme le complété de A;ne[1/p] pour la topologie ker(f)-adique. Si I'on fixe
e € Ocv, avec e =1, e #£ 1, un systéme compatible de racines p™-émes de P'unité, la

série
o0

Z(fl)n+1 ([5] 7 l)n

n
n=1

converge dans BQ'R vers un élément ¢, le « 2im de Fontaine ». L’anneau Bg‘R est un anneau
de valuation discréte d’uniformisante ¢, de corps des fractions noté Bqr. L’anneau Bgr est
donc un corps et est muni d'une action de Gq, et d’une filtration définie par

Fil'Byg = t' By,
stable par Galois. Une représentation p-adique V est dite de de Rham si elle est Bygr-
admissible, i.e. si
V ®q, Bar ~ Dar(V) ®k Bdr,
de fagon compatible & Iaction de G et a la filtration, avec Dar (V) = (V ®q, Bar)9*.
Le théoréme spectaculaire suivant (voir par exemple [89]) fournit beaucoup d’exemples

naturels de représentations de de Rham (@), 11 a été démontré par Faltings (d’autres preuves
en ont ensuite été données par Beilinson et Scholze).

Théoréme 1. — Soit Z une variété propre et lisse sur K. Pour chaque i > 0, H. (Zx,Q,)
est une représentation de de Rham de Gk et Dar(H (Zx,Qp)) = Hig(Z/K) comme K-
espaces vectoriels filtrés (la cohomologie de de Rham est munie de la filtration de Hodge).

En d’autres termes, on a un isomorphisme de comparaison compatible & toutes les struc-
tures :
Hi(Zg, Qp) ®q, Bar ~ Hip(Z/K) ®k Bar-
Formulé ainsi, le théoréme rappelle fortement I'isomorphisme de comparaison classique :

H}getti(zv Z) ®z C =~ HZ{R(Z/C)v

pour Z propre et lisse sur C, donné par l'intégration des formes différentielles sur les cycles.

Malheureusement, ’anneau de périodes Bgqg n’a pas une structure assez riche : la connais-
sance de Dgr(V) ne permet pas de reconstruire V. Pour ce faire, il faut introduire des
anneaux plus subtils : Bgs et Bgt. Nous ne rappelons pas les détails de leur construction.
Disons simplement que si V' est une représentation cristalline (resp. semi-stable), c’est-a-
dire Beis-admissible (resp. Bgi-admissible), Deis(V) == (V ®q, Beis)9% (resp. D (V) 1=

1. Terminolgie due a Scholze [128], qui a donné un nom & « cette vieille construction de la théorie de
Hodge p-adique [qui] n’avait pas été baptisée » ([73]).
2. Mais il existe beaucoup d’autres exemples de représentations de de Rham que celles du théoréme.
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(V ®q, Bst)9%) est un Ko-espace vectoriel de rang dimg, V, muni d'un Frobenius ¢ bi-
jectif semi-linéaire et d’une filtration K-linéaire exhaustive séparée et admissible ®) sur
Deis(V) ®ky K ~ Dgr(V) (resp. un Ky-espace vectoriel de rang dimgq, V', muni d’un Fro-
benius ¢ bijectif semi-linéaire, d’'un endomorphisme N vérifiant Ny = ppN et et d'une
filtration K-linéaire exhaustive séparée et admissible sur Dy (V) @k, K ~ Dgr(V)®).
Une représentation cristalline est automatiquement semi-stable. Un théoréme de Colmez et
Fontaine [43] montre qu’en restriction & la catégorie des représentations cristallines (resp.
semi-stables), le foncteur De,is (resp. Dgt) induit une équivalence avec la catégorie des ¢-
modules filtrés admissibles (resp. la catégorie des (p, N)-modules filtrés admissibles). Ces
représentations sont donc complétement décrites par des objets d’algébre semi-linéaire.

La encore, la géométrie donne naturellement des exemples de telles représentations.
Cantonnons-nous ici au cas cristallin ([145]).

Théoréme 2. — Soit 3 un schéma propre et lisse sur Ok, de fibre générique Z et
de fibre spéciale Z. Pour tout i > 0, H.(Zg,Q,) est une représentation cristalline
et Devis(HL (Zg,Qp)) = Hl(2/Ko), comme p-modules filtrés (H! ., (Z/Ko) @k, K ~
Hiz(Z/K) étant muni de la filtration de Hodge). En d’autres termes, on a un isomorphisme,

compatible & toutes les structures :
Hét(Zf(v Qp) 2q, Beyis >~ gris(Z/KO) Qo Beris-

Ce théoréme a été démontré par plusieurs auteurs : aprés des résultats partiels de
Fontaine-Messing et Bloch-Kato, il a été prouvé complétement par Tsuji, puis plus récem-
ment par Niziol, Andreatta-Iovita, Beilinson et Bhatt.

On peut méme aller un cran plus loin, et ce point sera important pour le premier chapitre
de cette thése. Berger [6] a démontré le théoréme de monodromie locale p-adique, analogue
conjecturé par Fontaine du théoréme de monodromie ¢-adique de Grothendieck cité plus
haut, qui affirme qu’une représentation de de Rham de Gg est automatiquement potentiel-
lement semi-stable (®), c’est-a-dire semi-stable en restriction & Gx+, avec K’ une extension
finie de K. Par conséquent, se donner une représentation de de Rham revient exactement a
se donner un (p, N, G )-module filtré admissible sur Qj, & savoir

Dyt (V) = U Du(Vig,.,)-
[K":K]<oo

La théorie des (¢,I')-modules. — Pour certaines questions, par exemple lorsque 1’on
étudie les déformations de représentations galoisiennes (technique popularisée par les travaux
de Serre, Mazur, Hida, Wiles, ... et aux retombées arithmétiques spectaculaires), il est génant
de devoir se restreindre aux représentations de de Rham. Les (¢, T')-modules de Fontaine
permettent de contourner cette difficulté. On se restreint pour simplifier au cas K = Q,
dans ce paragraphe (9). Soit I' = Gal(Qp(up=)/Qp). Le caractére cyclotomique identifie I' au
groupe topologique Z* ; on note a — o, la bijection réciproque. Soit H = Gal(Q,/Qp(1p=)).
Il faut pour commencer introduire un certain nombre d’anneaux. Ces anneaux dépendront
du choix d’une extension finie L de Q,, le corps des coeflicients des représentations, que
nous fixons dans la suite.

3. Une filtration sur un g-module D (resp. un (¢, N)-module) est dite admissible si pour tout sous-objet
D’ de D, le polygone de Hodge de la filtration vit en dessous du polygone de Newton de l’isocristal D’,
avec égalité si D’ = D. Noter qu'un (¢, N)-module filtré peut étre admissible sans que le ¢-module filtré
sous-jacent le soit.

4. Cette identification dépend d’un choix : il faut faire un choix de log(p) pour plonger Bst ® i, K dans
Byr-

5. La réciproque est facile.

6. Ce sera de toute fagon le seul dont nous ayons besoin.
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L’anneau de Robba R est 'anneau des germes de fonctions analytiques au voisinage du
cercle unité, qui est la limite inductive topologique des anneaux

gl = {Z arT* a, € L, convergente pour 0 < v,(T) < r,},
kEZ
avec 7, = 1/(p"~(p—1)), munis de la topologie de Fréchet des normes sup sur les couronnes.
L’anneau &' est formé des éléments de R tels que la suite (vp(ay)), soit minorée (il s’agit
en fait d’un corps). On notera £l = 19721 0 €T, L’anneau & est obtenu en complétant
p-adiquement T : on a & = O¢[1/p], avec

mn
O¢ = {7; a,T", a, € Op,ay, n~>_7>oo 0},
un anneau local de corps résiduel ke = k1 ((T)). La topologie naturelle sur & = U,p~"O¢
est la topologie limite inductive de la topologie faible sur Og¢, c’est-a-dire de la topologie la
plus faible rendant continue la projection Og — kg, kg étant muni de la topologie T-adique.
Ces trois anneaux sont munis d’actions continues de ¢ et I' définies par les formules :

P(T)= (14T —1; 0,(T) = (1+T)" —1, a € Z,

On dispose enfin pour tout n d'une injection I'-équivariante ¢ =" : E107=] — () [[t]],
f = fe™et/?" —1) (M) (ce qui a un sens comme élément de L (g, )[[t]], puisque f converge
en ™ —1).

Ces objets vivent dans le monde de ’analyse p-adique (méme si I’'on ne peut pas vraiment
penser aux éléments de £ comme a des fonctions) et apparaissent naturellement, via la trans-
formée de Fourier-Amice, dans I’étude de questions sur les mesures et les distributions sur
des ouverts de Q, — et par ce biais, dans la théorie des fonctions L p-adiques, par exemple.
Mais ils se relient aussi & d’autres anneaux obtenus par localisations et complétions succes-
sives & partir de 'anneau A;,¢ et ceci permet de les utiliser pour étudier les représentations
galoisiennes.

Soit Bt = W(Oe»)[1/p] = Aint[1/p] et B = W(C?)[1/p]. Si r > 0, soit B(®"] I'ensemble
des S s _oolzi]p”, tels que limg v(zy) + k/r = 400 et Bt la réunion des B(®"] dans B. Si
z € BO7l ¢t s < r, on note

vs(z) = inf{v(zy) + %,k €Z}

et BI9] le compléte de B! pour la topologie de Fréchet définie par les v,, 0 < s < 7.
Enfin, on définit Brig comme P'union des B/%"]. En envoyant T sur u = [e] — 1, on définit
un plongement de £ dans B. Soit B 'adhérence pour la topologie p-adique de ’extension
non ramifiée maximale de £ dans B. Pour r > 0, on note BO"1 = BN B©7) et on pose
Bt = U, (B et B,z = Bf ®¢t R. On a:

(L&q, B) =€ (Leg, BN =& (Log, Bup) =R.

Soit R un anneau topologique, muni d’actions continues et qui commutent de ¢ et I'. Un
(¢,T)-module sur R est par définition un R-module libre de rang fini muni d’actions semi-
linéaires continues et qui commutent de ¢ et I'. Un (¢, ')-module D sur Og est dit étale
si p(D) engendre D; un (¢,I')-module sur € est étale s’il contient un Og-réseau stable par
@ et I’ qui est un (p, I')-module étale sur Og¢. La théorie du corps des normes de Fontaine-
Wintenberger permet de prouver que ’on a une équivalence entre représentations continues
de Gq, sur un L-espace vectoriel de dimension finie et (o, T')-modules étales sur £, donnée
par

Vs D(V) = (V ®q, B)".

7. Ieit =log(141T).
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De plus, si D est un (@, I')-module étale sur £, un théoréme fondamental de Cherbonnier et
Colmez affirme que D est « surconvergent » : il existe un entier m(D) tel que DOrmp)] =
(Veq, B(O’pﬂ”(D)])H soit libre de rang dimy, V sur £(07m)] et D = E® 01 m(p)] DOrmo)],
De plus, pour tout n > m(D), D7 = DO:m»)] ® £ (0mm ()] £©rnl On posera

D = pOrm(D)] ®£(0’7‘m(D)] et : Dyig = DOrm(p)] ®£(0’7‘m(D)] R.

Ce sont des (¢, I')-modules sur £ et R respectivement. Réciproquement, on peut récupérer
D a partir de Dt ou Dig.

Les (¢, I')—modules sont trés utiles pour étudier les représentations galoisiennes p-adiques.
Ils interviennent par exemple en théorie d’Iwasawa ([33]). L’application la plus spectaculaire
de la théorie est incontestablement la construction par Colmez de la correspondance de
Langlands locale p-adique pour le groupe GL2(Q,,), dont il sera question un peu plus bas :
les représentations de GL3(Q,) associées a une représentation galoisienne p-adique V de
dimension 2 sont fabriquées directement & partir des (¢, I')-modules D(V) et D,ig(V'). Cest
le (¢,T')-module D.ig(V) qui jouera le role le plus important dans le premier chapitre de
cette thése.

(¢,T)-modules et théorie de Hodge p-adique. — Puisque le (¢,T')-module D(V) sur
£ attaché a une représentation p-adique V permet de reconstruire V', on doit aussi pouvoir
déterminer les invariants Dag(V'), Deyis(V), Dst(V) & partir de D(V). Réciproquement, on
doit pouvoir aller dans l'autre sens si 'on suppose V' de Rham, cristalline ou semi-stable.
Les constructions de tous ces objets a partir de V suivent un schéma similaire, mais les
anneaux utilisés sont fort différents et la réponse a cette question est donc trés loin d’étre
facile a obtenir. Elle se formule naturellement en termes du (¢, I')-module D,z (V) sur R et
est due a Fontaine et a Berger (|6], [8]). Pour simplifier nous nous contentons de formuler
les résultats dans le cas cristallin.

Concernant De,is(V'), on a ’énoncé suivant : comme ¢-modules, on a un isomorphisme (®)

Deis(V) = (Drig(v)[l/t])r
et si V est cristalline, un isomorphisme de (¢, I')-modules sur R[1/¢] :
Dcris(V) R, R[l/ﬂ ~ Drig(v) ®R R[l/ﬂ

On dispose comme dans le cas mentionné plus haut du (p, I')-module trivial d’une application
o™ DIOTI(V) — (V @ Biz)¥ et pour tout n > 1, on note

Dt = Lty [H] @ 1 g1 DO

le sous-L(jipn ) [[t]]-module de (V ® Bj;)™ engendré par 'image de ce mophisme ¢~ ". Si V/
est de de Rham,
Fil'(Dar(V)) = (' D¢ )" € Dar(V),
pour tout i € Z.
Réciproquement, si V' est cristalline, on récupére D, (V) & partir du y-module filtré
Deis (V) comme suit ()

Diig(V) = {2 € Deis(V) @1 R[1/t],¥n > 0, ¢ "(2) € Fil"(L(1pn ) ((t)) @1 Dexis(V))}.

Notons au passage que le membre de droite permet de construire un (¢, I')-module sur R
a partir d’'un ¢-module filtré, sans hypothése d’admissibilité. Berger vérifie en fait que ce
(¢, T)-module est étale si et seulement si le p-module filtré considéré est admissible, ce qui
donne une jolie preuve du théoréme de Colmez-Fontaine évoqué plus haut. Ces résultats
sont essentiels dans 'étude du programme de Langlands p-adique pour GL2(Q,), car ils

8. D’apparence simple mais dont la preuve est trés loin d’étre une trivialité!
9. Il est instructif de considérer le cas de la représentation triviale pour voir d’ou sort cet énoncé : comment
retrouver R a l'intérieur de R[1/t]?
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permettent de relier la correspondance de Langlands locale p-adique a la correspondance de
Langlands « classique » ; ¢’est pourquoi on les verra jouer un role central dans le chapitre 1.

La courbe fondamentale en théorie de Hodge p-adique. — Ces derniéres années
ont vu I’émergence d’un point de vue « géométrique » sur la théorie de Hodge p-adique,
suite a l'introduction par Fargues et Fontaine [66] de la courbe fondamentale en théorie de
Hodge p-adique, qu’il est désormais d’usage d’appeler la courbe de Fargues-Fontaine. Bon
nombre d’anneaux de Fontaine trouvent ainsi une interprétation géométrique. Comme on le
verra dans le chapitre 2 de cette thése, I'un des points de départ de leur construction fut
la théorie des espaces de Banach-Colmez, ol précisément certains anneaux de Fontaine font
leur apparition de fagon remarquable et inattendue.

On dispose maintenant de plusieurs points de vue sur la courbe de Fargues-Fontaine :
le point de vue « algébrique », qui était la perspective initiale de Fargues et Fontaine; le
point de vue « analytique », qui est souvent le plus pratique; et enfin le point de vue de la
théorie des diamants de Scholze, qui est le plus abstrait. La définition la plus économique
de la courbe de Fargues-Fontaine est sa définition comme espace adique. On pose :

Y = Spa(Aint, Aint) \V (p[P)),

[p"] étant un élément de Ops avec p(® = p. Il s’agit d’un espace adique analytique (ce qui
sous-entend en particulier que le préfaisceau structural de Y est un faisceau). On dispose
d’un opérateur ¢ sur Y, agissant sur les fonctions par la formule :
Py lanlm™ =Y lab]r",
n>0 n>0

dont I’action sur Y est totalement proprement discontinue. L’espace adique X = Y/¢?% a
donc un sens : c’est la courbe de Fargues-Fontaine. L’algébre des fonctions holomorphes
sur X est l’algébre Brig du paragraphe précédent, que ’on notera désormais simplement B.
Les points fermés de la courbe paramétrent naturellement les « débasculements » de C” en
caractéristique nulle. On dispose en particulier sur X d’un point fermé privilégié, noté oo,
correspondant au choix du débasculement C' de C”; son corps résiduel est C' et 'anneau
local complété en ce point s’identifie & BC‘{'R. En outre, la courbe de Fargues-Fontaine est
géométriquement simplement connexe; en d’autres termes, son groupe fondamental étale
s’identifie & ng'

Soit K une extension finie de Q,. La donnée d’'un p-module D sur Ky permet natu-
rellement de fabriquer un fibré vectoriel Gx-équivariant £(D, o) sur la courbe de Fargues-
Fontaine X : sa réalisation géométrique est donnée par

Y x, D —Y/p% = X.
Sil’on se donne en outre une filtration Fil sur D ® g, K, on peut fabriquer un autre fibré G-

équivariant £(D, o, Fil) sur Xk en modifiant le fibré £(D, ¢) au point oo a l'aide du réseau

Fil’(D®g, Bir) de D@, Bar (noter que £(D, ¢) = D@, Bjy). Ce fibré est semi-stable
de pente 0 si et seulement si le p-module filtré (D, ¢, Fil) est admissible (ce qui permet de

donner une preuve courte du théoréme de Colmez-Fontaine, assez proche dans ’esprit de
celle de Berger citée plus haut). Le théoréme 2 se reformule ainsi dans ce langage : avec les
notations de 1’énoncé du théoréme 2, la modification Gy -équivariante £(H! ;. (Z/Ko), ¢, Fil)
(Fil étant la filtration de Hodge sur H! . (Z/Ko) ®k, K = Hix(Z/K)) est le fibré semi-
stable de pente nulle H (Zz, Qp) ®q, Ox. Cette formulation rappelle fortement la théorie
archimédienne des twisteurs de Deligne et Simpson [139]. Il y a ainsi une liste d’analogies
troublantes entre certains phénomeénes archimédiens et non archimédiens (dont certaines
sont mentionnées dans [63] et briévement dans le chapitre 2 de ce texte), qui laisse penser
que la courbe est I’analogue p-adique de la droite projective complexe (sur C) et de la forme

tordue de la droite projective sans point réel (sur R).
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La courbe X est un espace adique analytique et posséde donc un diamant associé X°, au
sens de Scholze, qui est un faisceau sur la catégorie des espaces perfectoides de caractéristique
p, munie, au choix de la topologie pro-étale ou de la v-topologie. La description du diamant
X° est en fait trés simple : on a

X = (Spa(Qp)° x Spa(C”)) /%, .

Cette description un peu ésotérique a l'intérét de faire comprendre pourquoi la courbe de
Fargues-Fontaine est un objet naturel et fondamental pour la théorie p-adique. Ce point
de vue sur la courbe ne sera pas utilisé dans cette thése, mais il éclaire la signification
géométrique de certaines constructions de la fin du chapitre 2.

Correspondance de Langlands p-adique et revétements de Drinfeld

Théorie de Lubin-Tate non abélienne. — La correspondance de Langlands locale
« classique » donne une bijection entre les représentations ¢-adiques continues (pour ¢ premier
différent de p) de degré 2 du groupe de Weil Wq, et les représentations lisses irréductibles
de G = GL2(Q,), qui fait se correspondre les facteurs L et ¢ des deux cotés. La théorie de
Lubin-Tate non abélienne de Carayol [27] prédit 'existence d’une réalisation géométrique
de cette correspondance dans la cohomologie de certains espaces de modules de groupes
p-divisibles et la mise en forme de ce principe a joué un réle crucial dans la preuve de la cor-
respondance de Langlands locale en dimension quelconque, sur un corps p-adique arbitraire.
Rappelons rapidement de quoi il s’agit, avant de nous tourner vers ’analogue p-adique de
cette histoire.

La tour de Drinfeld ([55], [116]) est une tour (M,,),>o d’espaces rigides analytiques
sur Qp, le complété de l'extension non ramifiée maximale Q)" de Q,, avec morphismes de
transition finis étales. La base Mg de cette tour est la fibre générique rigide du schéma
formel de Rapoport-Zink paramétrant les déformations par Op-quasi-isogénies de 'unique
Op-module formel spécial (au sens de Drinfeld) X de dimension 2 et de hauteur 4 sur Fy,
Op désignant ici I'anneau des entiers de l'unique algébre de quaternions ramifiée sr Q.
L’espace M est isomorphe & Z copies de 0= Q®Qp Qp, ou € est le demi-plan de Drinfeld,
analogue non archimédien (de deux copies) du demi-plan de Poincaré : une variété analytique
rigide dont les C-points sont P*(C)\P'(Q,). Les espaces rigides M,,, n > 1, ont eux aussi
une interprétation modulaire, obtenue en ajoutant au probléme de modules des « structures
de niveau », mais leur géométrie est nettement plus mystérieuse. L’intérét de cette tour
est qu’elle est munie d’actions qui commutent de deux groupes : une action « horizontale »
de G a chaque niveau fini de la tour, donnée par l'identification de G avec le groupe des
Op-quasi-isogénies de X dans lui-méme (19 ; une action « verticale » de D*, qui agit sur
M,, & travers son quotient D*/1+ p"Op (le revétement M,, — M, est galoisien de groupe

p/1+p"Op).

Le théoréme profond suivant montre que la cohomologie ¢-adique de la tour de Drinfeld
réalise a la fois la correspondance de Langlands locale et la correspondance de Jacquet-
Langlands locale. Il est 1’aboutissement des travaux d’un nombre considérable d’auteurs
(parmi lesquels il faut citer au moins Drinfeld, Carayol et Harris et Taylor) et est connu
dans une généralité bien plus grande, bien que nous ayons choisi de nous restreindre au cas
de G'Ly sur le corps Q.

10. L’action de g € G sur Mg ~ 2 X Z est action usuelle de g par homographies sur le premier facteur,
et le décalage par vp(det g) sur le second facteur.
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Théoréeme 3. — Soit ¢ # p premier, et soit p une représentation lisse irréductible de D*.
Supposons dim p > 1. Alors

Homp- (p, limy H!(Mag C.Qu)) = 7(p)" © LL ™ (x(p),

m(p) étant la représentation lisse irréductible de G attachée & p par la correspondance de
Jacquet-Langlands et LL la correspondance de Langlands locale.

Remarques 4. — a) Il y a une donnée de descente sur M,, de Qp a Qp, qui n'est pas
effective mais permet de définir une action du groupe de Weil Wq, sur le membre de gauche
de I’égalité du théoréme et lui donne donc un sens.

b) Rappelons que la correspondance de Jacquet-Langlands (locale) donne une bijection
entre représentations lisses irréductibles de D* et représentations lisses irréductibles de carré
intégrable de G (c’est-a-dire les supercuspidales et les twists de la Steinberg). Il n’y a pas de
réalisation géométrique de la correspondance de Langlands locale pour les représentations
de la série principale — toutefois, la correspondance est nettement plus facile a construire
pour ces représentations.

c) Si p est un caractére, i.e. si w(p) est un twist de la Steinberg, I’énoncé doit étre modifié :
on ne récupére que la « moitié » de la représentation galoisienne, sans la monodromie. Pour
obtenir un énoncé uniforme, valable pour tout p, il ne faut pas travailler avec les groupes de
cohomologie ¢-adiques individuels, mais avec les complexes, comme dans [47].

Le programme de Langlands p-adique. — On s’attend depuis les travaux fondateurs
de Breuil a l'existence d’un analogue p-adique de la correspondance de Langlands locale.
Que se passe-t-il si, au lieu de regarder des représentations f-adiques continues du groupe de
Galois absolu Gq,, avec £ # p, on regarde des représentations p-adiques continues de Gq,, 7
Ces objets sont, on I’a dit, considérablement plus compliqués. La situation n’est bien com-
prise que pour le groupe G = GL3(Q,). L’idée de départ de Breuil [21] est qu’au moins pour
les représentations p-adiques qui sont de de Rham au sens de Fontaine et irréductibles, la
représentation cherchée co6té G Lo devrait étre une complétion banachique convenable d’une
certaine représentation localement algébrique de G, que 'on peut associer naturellement a
notre représentation galoisienne de départ via la correspondance de Langlands locale clas-
sique. Plus précisément, soit V' une représentation continue absolument irréductible de Gq,
sur un L-espace vectoriel de dimension 2 (le corps des coefficients L étant une extension finie
fixée de Qp). Si V' est de de Rham, a poids de Hodge-Tate a < b,

Dps(V):= |J  DulVi,)
[K:Qp]<oo
est un (¢, N,Gq,)-module de rang 2 sur Q)" ®q, L, et Dar(V) = (Dpst(V) @qur Q)%
est équipé d’une filtration admissible. D’aprés Colmez-Fontaine, ces données permettent de
reconstruire V. La donnée du (¢, N,Gq,)-module M := Dy (V) (sans filtration donc) est
équivalente a la donnée d’une représentation de Weil-Deligne W D(M) de dimension 2 (par
une recette simple, due a4 Fontaine, consistant essentiellement & linéariser ’action de Galois
et de Frobenius). L’espoir de Breuil était que la donnée de la filtration de Hodge sur Dag (V)
détermine une norme G-invariante sur la représentation localement algébrique

7 ®Sym’ ! @ det ?,

telle que la complétion relativement a cette norme soit une représentation de Banach unitaire
admissible de GG, dont la connaissance soit équivalente & celle de V.

Cet espoir a été rendu trés précis, grace aux efforts d’'un grand nombre d’auteurs : Berger,
Dospinescu, Kisin, Pagkunas, et tout particuliérement Breuil lui-méme et Colmez, pour le
groupe G = GL3(Q,). Colmez [38] a construit des foncteurs exacts entre certaines catégories
de représentations, induisant des bijections entre ’ensemble des représentations de Banach
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unitaires admissibles supersinguliéres (1) absolument irréductibles de G et ensemble des re-
présentations p-adiques continues absolument irréductibles de dimension 2 de Gq,. Dans cet
énoncé, aucune restriction de théorie de Hodge p-adique n’est faite du coté galoisien, ce qui
est fondamental pour les arguments en familles et les applications arithmétiques. Toutefois,
on peut préciser le théoréme en ajoutant des conditions : un théoréme splendide de Colmez
[38] et Dospinescu [49] affirme que la représentation de Banach posséde des vecteurs loca-
lement algébriques si et seulement si la représentation galoisienne correspondante est de de
Rham & poids de Hodge-Tate distincts, et le sous-espace des vecteurs localement algébriques
en question est exactement donné par la recette ci-dessus (12). L’ingrédient principal de la
constuction de Colmez est la théorie des (¢, ')-modules de Fontaine, qui permet d’étudier
les représentations galoisiennes p-adiques par des techniques d’analyse p-adique.

Correspondance de Langlands locale p-adique et géomeétrie : représentations
semi-stables non cristallines. — Vu l'importance des méthodes géométriques dans
I’étude et la compréhension de la correspondance de Langlands locale classique, il est
naturel de se demander s’il existe une réalisation géométrique locale de la correspondance de
Langlands locale p-adique. Pour ce faire, il est raisonnable, du moins dans un premier temps,
de se restreindre aux représentations galoisiennes qui sont de de Rham. Reprenons les nota-
tions introduites ci-dessus et faisons ’hypothése additionnelle que M est indécomposable,
ce qui revient & dire que 7 est essentiellement de carré intégrable (!3). Comment décrire
géométriquement la représentation de Banach TI(V) correspondant a V par Langlands
local p-adique ? Il est en fait plus simple de répondre & cette question pour le sous-espace
G-stable II(V)2" de II(V') formé des vecteurs localement analytiques pour 'action de G. Ce
sous-espace de II(V) est une représentation localement analytique admissible au sens de
Schneider-Teitelbaum [123] et est toujours non nul ; mieux, sa connaissance est équivalente
a celle de TI(V), puisque l'on peut récupérer II(V) comme complété unitaire universel de
(V)™ ([42).

Commengons par le cas ot M n’est pas irréductible. Ce cas a été étudié en détail par
Breuil [21] et est en fait a Porigine du programme de Langlands p-adique (14) Dans ce cas,
7 est un twist de la Steinberg et V' est semi-stable non cristalline. Quitte a tordre, on peut
supposer que les poids de Hodge-Tate de V sont 0 et k et son caractére x* (x est le caractére
cyclotomique), et que Dy (V') a lallure suivante :

Dy (V) = Lei @ Lea ; Nep = ea, Nea = 05 ;(e1) = p~ KD/ 2e; p(eg) = p~ 1)/ 2¢,

et
Dy (V) sii < —k
Fil'Dg(V) =< L(er — Lea) si —k<i<0
0 sii>0,

pour un certain £ € L. Notons 41, d les caracteres de Q, :

§1(z) = xk|x‘(k+1)/2 ; Oo(z) = \x|(k—1)/2.

11. La condition d’admissibilité est une condition de « finitude » introduite par Schneider et Teitelbaum
[123], qui permet d’isoler une classe de représentations de Banach raisonnable d’un groupe de Lie p-adique.
Une représentation est dite supersinguliére si elle n’est pas sous-quotient de l'induite parabolique continue
d’un caractére unitaire du tore.

12. Pour obtenir cet énoncé de compatibilité a la correspondance classique, il faut — hélas! — recourir & un
argument global, di & Emerton.

13. Cette hypothése est raisonnable, puisqu’on a vu plus haut qu’il n’y avait méme pas de réalisation
géométrique locale de la correspondance classique pour les séries principales.

14. C’est en effet le premier exemple intéressant contre lequel tester la philosophie exposée plus haut :
dans le cas cristallin, il y a une seule filtration admissible, donc une seule complétion unitaire admissible
intéressante de la représentation localement algébrique — qui se trouve étre son complété unitaire universel.
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L’induite parabolique localement analytique B®%(d1,02) contient un sous-espace G-stable
isomorphe a Mk_l(Lz) = Sym" ! (L?) @ | det |*~1)/2, La représentation de Banach TI(V')
est le complété unitaire universel d’une représentation localement analytique admissible
TI(k, £) 1) qui est une extension

(1) 0 — II(k) := B*(4y,0)/Sym" 1 (L?) — II(k, £) — Sym" "' (L?) — 0,
dont la classe est déterminée par la filtration de Hodge £. La représentation II(k) a une

description concréte comme espace de fonctions : B*(d1, d) s’identifie & 'espace

{f:Qp—= L, f,, €LA(Zp, L),z — :c(kfl)/zf(l/x)hp\{o} s'étend en un élément de LA(Z,, L)},

avec action de G donnée par
a b _ dr —b
((C d) @) = lad = be| *=D"2(a — ca) ().

a — CT

Le sous-espace des polynomes de degré < k — 1 est G-stable et isomorphe & Sym’c _1(L2).

Le groupe G agit sur le demi-plan de Drinfeld Q par homographies ('6)| donc & gauche sur
O(Q) par g.f = f(g~'). Pour k entier, notons O(k)(2) la G-représentation qui est O(Q)

comme espace vectoriel topologique, avec 'action de G tordue :
a b (k—2)/2 k —b
() (. *x [)(2) = |ad — be|” (ad —be)(a — cz)” f( )

a—Ccz

La dualité de Morita donne un isomorphisme de G-représentations II(k) ~ O(k 4 1)(Q)*,
donné par la fléche

(e O(k+1)(Q) = (x € Qs ﬁ(i)).

Notons, pour n > 1, Z, 'ensemble des points de © « & distance > 1/n de P1(Q,,) » (les Z,,
forment un recouvrement affinoide admissible de ). Par définition, chaque f € O(k)(£)
s’écrit en restriction & Z,, sous la forme :

j
Zb ot ZZ s
=1 j=1
avec b;, b; ; € L, |biln~™" — 0, |b; j|n* — 0 et s entier et z1,...,z5 € Q, tels que
PY(C)\Z,(C) = Ui, B(x;,1/n) U B(oo,1/n).

Soit O(k, L)(Z,,) le L-espace vectoriel des fonctions sur Z,, de la forme

s k—2
sz —1—22 =21 -I-ZZCZ]Z log,(z — x;),
=1 j=1 =1 j=0

avec b;, b; j € L, |bi|n_l — 0, |b; j|n* — 0. C’est un espace de Banach, et on peut considérer
le Fréchet

O(k. £)() = lim Ok, £)(Z).

n
On le munit d’une action de G par la formule

((a b)-ﬂ(z):lad—bcl(“V%ad—bcﬂ’”)(a ca)h2p (0

c d a—cz
Le sous-espace des polynémes de degré < k — 1 est G-stable et isomorphe a Sym’C _1(L2) ®
x~ =1 (A7) Breuil montre alors que I'on a une suite exacte de G-représentations :

(d)olc

(3) 0— Sym* (L) @ x * ) = Ok, £)(Q) 5 O(k)() — 0,

15. Qui est une sous-représentation de I’espace des vecteurs localement analytiques II(V)2® de II(V) !
16. On étend les scalaires & L, sans le préciser pour ne pas alourdir les notations.
17. On voit x comme caractére de Q,, par la théorie du corps de classes local : c’est le caractére z z|x|.
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et que 'on a un isomorphisme de G-représentations
[k, £) = Ok + 1, £)()",

qui met en dualité les suites exactes (1) et (3). C’est la réalisation géométrique (18) cherchée
de la représentation II(k, ).

Correspondance de Langlands locale p-adique et géométrie : représentations
de de Rham non semi-stables. — Que se passe-t-il maintenant si I’on suppose M ir-
réductible, c’est-a-dire 7 supercuspidale ? Breuil et Strauch [25] ont formulé une réponse
conjecturale & cette question avant méme le travail monumental de Colmez. Celle-ci fait
intervenir les revétements M,, du demi-plan de Drinfeld et est en quelque sorte plus trans-
parente que celle en « niveau zéro » de la tour. La premiére partie de cette thése, qui est un
travail en commun avec Gabriel Dospinescu ([53]), est une démonstration de la conjecture
de Breuil-Strauch.

Soit p la représentation lisse irréductible de D* attachée & m par Jacquet-Langlands.
Supposons pour simplifier le caractére central de p trivial. La représentation p est alors
triviale sur 1+ p"Op, pour n assez grand que nous fixons désormais. Contrairement a M,,,
le quotient M,, /p? descend & Q,, (p est ici vu comme un élément du centre de G) ; soit %,
I'extension des scalaires & L de son modéle sur Q,. C’est un espace Stein : il n’a donc pas
de cohomologie cohérente en degré strictement positif et 'on a une suite exacte G x D*-
équivariante, pour tout £ > 1 :

("

0— HIR(Zn) @ Sym" 1@ x D 5 01 —k)(2,) Z5 O+ 1)(Zn)

— HcllR(En) Q1 Syrnki1 ® Xf(kfl) — 0,

ot l'on a noté, pour k entier, O(k)(X,) le L-espace vectoriel topologique O(X,) muni de
I’action tordue de G' définie par la formule (2) ci-dessus (1?). Puisque dim p > 1, on en déduit
une suite exacte courte de G-représentations :

0= O(1 = k)(En)” = Ok +1)(£a)” — Hig(Ea)? @ Sym* ' @ x~ =D — 0.
Le résultat principal du premier chapitre de cette thése est le suivant.

Théoréeme 5. — a) On a un isomorphisme unique & scalaire prés de représentations de

G :
HéR(En)p ~ Mig @ 7",

ot l'on a noté Mar = (M @qpr Q,)%.

b) Soit L € P(Mgr), et V. la représentation de de Rham a poids 0, k, avec det(V) = x*,
telle que Dyst (V) =~ M(k — 1) 9 et dont la filtration de Hodge soit donnée par L V). La
représentation localement analytique TI(V,)*™ est le dual de la pré-image du sous-espace (22)

Lt @ @Sym" !t @ Xf(kfl) C Hig(Z,)" ® Sym" ! @ Xf(kfl)

dans O(k + 1)(%,)”".

18. Notons toutefois au passage qu’il semble bien difficile de montrer directement avec cette définition
géométrique que le complété unitaire universel de II(k, £) est non nul ou que II(k, £) n’est pas isomorphe a
II(k, L") si L # L. Breuil y parvient pour certains £ par un argument global indirect trés élégant.

19. Prendre garde au fait que la normalisation des actions utilisée ici ne coincide pas tout a fait avec celle
employée dans le chapitre 1.

20. Cette notation signifie simplement qu’on a tordu 1’action de ¢ sur M par pF=1.

21. Toutes les filtrations sont admissibles dans ce cas.

22. Ce sous-espace est bien défini, car I'isomorphisme du a) est unique & scalaire prés.
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La description géométrique obtenue est remarquablement simple (en particulier quand on
se restreint, comme on le fera dans le chapitre 1 pour simplifier, au cas k = 1), mais la preuve
en est extrémement indirecte. Cela tient a la fois au fait que I'on ne sait pas décrire explici-
tement la géométrie de 3, et au fait que les constructions de Colmez reposent sur la théorie
des (¢, ')-modules, qui semble a priori n’entretenir aucune relation avec la tour de Drinfeld.
Les arguments utilisés sont & la fois locaux et globaux, et font appel & de nombreux résultats
profonds de la théorie. S’il faut n’en retenir que quelques uns, citons : le théoréme d’unifor-
misation de Cerednik-Drinfeld ([116]); le théoréme de compatibilité local-global d’Emerton
[67] (adapté au cas d’une algébre de quaternions sur Q définie et non ramifiée en p) ; la théo-
rie du modéle de Kirillov de Comez pour les représentations lcoalement algébriques. Un point
clé de la démonstration consiste & munir certaines représentations lcoalement analytiques
de G fabriquées a 'aide de la théorie des (¢, I')-modules d’'une structure de O(£2)-module.
Cela fait intervenir de fagon un peu mystérieuse la connexion sur I’équation différentielle
p-adique attachée par Berger [6] a notre (p,T")-module de de Rham. Chemin faisant, nous
obtenons aussi une description compléte de la G x D*-représentation O(X,,) en termes de la
correspondance de Langlands locale p-adique et de la correspondance de Jacquet-Langlands
classique.

Nous renvoyons & l'introduction du chapitre 1 pour un résumé détaillé des résultats dé-
montrés et de leurs preuves et nous contentons ici d’indiquer quelques prolongements sug-
gérés par le théoréme 5.

Questions et perspectives. — Une premiére question vient a I’esprit lorsque 'on com-
pare les théorémes 3 et 5 : pour la correspondance locale p-adique, pourquoi ne pas regarder
plutot la cohomologie étale p-adique des revétements de Drinfeld 7 Ces groupes de cohomo-
logie semblaient jusqu’a il y a peu trés difficiles & décrire, mais dans un travail en cours [44],
Colmez, Dospinescu et Niziol montrent qu’une version p-adique du théoréme 3 est effective-
ment valable. Ils arrivent a un tel résultat car ils réussissent a décrire de fagon remarquable la
cohomologie étale p-adique d’un espace Stein comme 35, en termes du complexe de de Rham
et peuvent ainsi se raccrocher au théoréme 5 ; leur preuve repose donc de fagon cruciale sur
celui-ci.

Une autre question trés naturelle est de se demander comment se généralisent ces résultats
a la tour de Lubin-Tate, ou a I’espace de Drinfeld « en niveau infini » (ces deux questions sont
liées, puisque l'isomorphisme de Faltings-Fargues identifie I’espace de Drinfeld et ’espace
de Lubin-Tate en niveau infini). On peut s’attendre & voir apparaitre des représentations
localement analytiques intéressantes de D*. Toutefois il semble trés difficile de dire quoi que
ce soit de non trivial a ce sujet (on ne sait méme pas décrire l'espace des fonctions rigides
analytiques sur ’espace de Lubin-Tate en niveau zéro, comme représentation de D*!)...

On peut aussi essayer de pousser plus avant l'interprétation géométrique offerte par le
théoréme 5. La question suivante est expliquée en détail dans le premier chapitre, mais nous
la reprenons ici.

Question 6. — Soit (U;) un recouvrement affinoide Stein de Q,et soit p, : X, —
Uapplication naturelle. Comme 3, est Stein, on montre facilement o 'aide de la dualité de
Serre ([30]) qu’il y a une suite exacte de G-représentations (avec n et p comme avant) :

0= O(Zn)” = lim O, \p,  (U7))° = (21(2)”)" — 0.
11 est démontré dans le chapitre 1 de cette these que O(X,)P (resp. QY (X,)?) s’identifie au

dual d’une G-représentation I(m,0) (resp. II(m,2)) construite a l'aide des (p,T")-modules ;
par constructions, elles vivent dans une suite exacte de G-représentations :

0 — II(7,0)* — tNyis X PY(Q,) — II(7,2) — 0.
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Ici tNyig est le (p,T')-module (non étale) sur Uanneau de Robba déterminé par w, et tNyg X
P1(Q,) est lespace des sections globales du faisceau G-équivariant sur P1(Qy) associé a
tNyig. La construction de ce faisceau et l’existence de cette suite exacte sont au coeur de la
construction de Colmez de la correspondance de Langlands p-adique.

Ces deux suites exactes de G-représentations sont-elles isomorphes ? On peut en fait
méme construire géométriquement un faisceau G-équivariant sur P1(Q,) et se demander
s’il s’identifie au faisceau de Colmez.

On pourrait tenter d’aller plus loin. La théorie des D-modules sur les espaces rigides ana-
lytiques est en cours d’élaboration (travaux d’Ardakov et Wadsley [3] d’une part, de Huyghe,
Patel, Schmidt et Strauch [87] d’autre part). Un des objectifs de la théorie est d’obtenir un
théoréme de localisation « & la Beilinson-Bernstein » pour les modules coadmissibles sur
lalgebre des distributions D(G) de G. Quelle qu’en soit la formulation précise, il semble
raisonnable d’espérer que la composante p-isotypique du poussé en avant de Oy le long
de j o p, (j désignant l'inclusion de © dans P!) soit le D-module attaché au D(G)-module
coadmissible O(%,,)? par localisation. La question 6 revient a dire que le faisceau de Colmez
est obtenu en tirant en arriére ce faisceau au bord P1(Q,) de 2 dans P*.

Question 7. — Si Il est une représentation localement analytique de G correspondant o
un (¢, T')-module D sur l'anneau de Robba par la théorie de Colmez, comment reconstruire
le faisceau G-équivariant de Colmez U — DX U on PY(Q,) a partir du D-module sur P*
attaché a IT* par la localisation de Beilinson-Bernstein ?

Terminons par une question un peu vague de théorie d’Iwasawa. Soit f une forme modu-
laire de poids 2, dont la composante locale en p, 7 := 7(f), de la représentation automorphe
attachée a f soit supercuspidale. En combinant des résultats de Colmez (|34], [38]) avec la
preuve du théoréme 5, on peut voir, de facon trés détournée, le systéme d’Euler de Kato
2Kato(f) ([90]) comme un élément de O(2)(3,,)? = 2(X,,)?, bien que la construction de de
Kato de son sytéme d’Euler ait une forte coloration géométrique.

Question 8. — Y a-t-il une fagon plus directe et naturelle de voir zgato(f) comme un
élément de QY (X,)P ? Cela peut-il aider a construire une fonction L p-adique pour f ¢
Avant [117], toutes les constructions connues de fonctions L p-adiques de formes modu-
laires étaient faites pour des formes dont la composante en p ne soit pas supercuspidale (33 .
Dans le cas de la Steinberg, ces constructions sont reliées de fagon intéressante au demi-plan
de Drinfeld (|22]). Dans [117], Rodrigues Jacinto construit ce qui devrait étre la restriction
de «la » fonction L p-adique de f & une partie de l’espace des poids suffisamment loin du

caractere trivial de Z,.

Espaces de Banach-Colmez et faisceaux cohérents sur la courbe de Fargues-
Fontaine

Les Espaces Vectoriels de dimension finie de Colmez. — Les espaces de Banach-
Colmez ont été introduits par Colmez, motivé par certaines constructions antérieures de
Fontaine, sous le nom d’Espaces Vectoriels de dimension finie (noter les lettres capitales)
il y a quinze ans ([35]), avec pour objectif d’obtenir une nouvelle preuve de la conjecture
« faiblement admissible implique admissible » en théorie de Hodge p-adique. Rappelons
briévement de quoi il s’agissait.

Soit C' le complété d’une cloture algébrique de Q,,. Colmez définit les espaces de Banach-
Colmez comme foncteurs sur la catégorie formée des C-algébres perfectoides (au sens de

23. Ce qui dit exactement que f est de pente finie, ou en d’autres termes que la représentation galoisienne
p-adique associée & f est (de Rham) trianguline en p.
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[128]) d’un certain type, les C-algébres sympathiques, a valeurs dans les Q,p-espaces de Ba-
nach. Deux exemples simples de tels foncteurs sont les suivants : d’une part, si V' est un
Q,-espace vectoriel de dimension finie, le foncteur qui & une algébre sympathique A associe
V, noté encore V et que 'on appellera un Q,-Espace Vectoriel de dimension finie ; d’autre
part, si W est un C-espace vectoriel de dimension finie, le foncteur qui a une algébre sym-
pathique A associe A ®c W, noté encore W et que 'on appellera un C-FEspace Vectoriel
de dimension finie. Un espace de Banach-Colmez est alors un foncteur ne différant d’un C-
Espace Vectoriel de dimension finie que par des Q,-Espaces Vectoriels de dimension finie :
par définition, tout espace de Banach-Colmez admet une présentation comme quotient par
un Q,-Espace Vectoriel de dimension finie V' d’une extension d’un C-Espace Vectoriel de
dimension finie W par un Q,-Espace Vectoriel de dimension finie V. Cela permet d’attacher
a une telle présentation d’un espace de Banach-Colmez deux entiers : sa dimension dimc W
et sa hauteur dimqg, V' — dimq, V'. Cette définition peut sembler un peu étrange, mais
Colmez montre que la catégorie des espaces de Banach-Colmez est une catégorie abélienne,
que le foncteur d’évaluation sur C' est exact et conservatif et que les fonctions dimension et
hauteur ne dépendent pas de la présentation et définissent deux fonctions additives sur cette
catégorie. Voici un exemple non trivial d’espace de Banach-Colmez : le foncteur B:;is(~)‘/’:p
qui & une C-algébre sympathique A associe B, (A°)¥=P (A° désignant I'ensemble des 8lé-
ments de A & puissances bornées). L’ensemble de ses C-points est (B, )?=P et le fait que
B (-)#=P soit un Banach-Colmez est reli¢ & la suite exacte fondamentale de la théorie de
Hodge p-adique :

)PP oo

Comme l'illustre cet exemple, I’étude des espaces de Banach-Colmez fait naturellement ap-

0— QP - (B:)_"is
paraitre certains anneaux de Fontaine utilisés en théorie de Hodge p-adique, ce qui est a
priori suprenant, car leur définition n’en fait pas mention.

Les propriétés de la catégorie des espaces de Banach-Colmez ont ensuite été explorées par
Fontaine (2% [72] et Plat [115]. Elles font fortement penser aux propriétés bien connues de
la catégorie des faisceaux cohérents sur une courbe. Ceci a amené Fargues et Fontaine, en
conjonction avec d’autres indices, & deviner I'existence de la courbe de Fargues-Fontaine. Au
terme de ces développements, il était naturel de se demander quelle relation précise entre-
tiennent la catégorie des faisceaux cohérents sur la courbe de Fargues-Fontaine et celle des
espaces de Banach-Colmez. La solution n’est pas immédiate, car on se convainc facilement
que ces deux catégories abéliennes ne sont pas équivalentes. L’'objet du deuxiéme chapitre
de cette thése est de répondre a cette question.

La catégorie des Banach-Colmez comme coeur abélien de D’(Cohy). — Nous
commengons par redéfinir la catégorie des espaces de Banach-Colmez. Notons Perfs la ca-
(25),

tégorie des espaces perfectoides sur C. Nous munissons Perfs de la topologie pro-étale
Deux exemples simples de faisceaux sur ce site a valeurs dans la catégorie des Q-espaces
vectoriels sont le faisceau G, qui & S € Perfeo associe Og(S), et le faisceau constant Q,
associé a Q. o

Définition 9. — La catégorie BC des espaces de Banach-Colmez est la plus petite sous-
catégorie abélienne stable par extensions contenant les faisceaux Q, et G, de la catégorie
des faisceaux de Qp-espaces vectoriels sur Perfc proet-

Nous montrons que cette définition est équivalente & la définition originale de Colmez.

Afin de relier la catégorie BC a la courbe de Fargues-Fontaine, il nous faut considérer
une t-structure différente de la t-structure standard sur la catégorie dérivée bornée D(X) =
Db(Coh x) de la catégorie abélienne Cohx des faisceaux cohérents sur X. La catégorie Cohx

24. Fontaine considére une variante « galoisienne » de la théorie des Banach-Colmez.
25. On pourrait aussi bien utiliser la v-topologie de Scholze.
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est trés bien comprise, grace a [66] : on peut définir des fonctions rang et degré, et la filtration
de Harder-Narasimhan d’un fibré vectoriel sur X ; on dispose d’un théoréme de classification
des fibrés sur X, qui rappelle le théoréme de Grothendieck pour les fibrés sur P'. L’existence
de ce formalisme de Harder-Narasimhan sur X permet de fabriquer une nouvelle catégorie
abélienne reliée a BC. Considérons la sous-catégorie pleine suivante de D(X) :

Cohy = {F € D(X),H"(F) =0 pour i # —1,0, H *(F) < 0, H’(F) > 0},

la notation G < 0 (resp. > 0), pour G € Cohy, signifiant que tous les quotients successifs de
la filtration de Harder-Narsimhan de G sont a pentes strictement négatives (resp. positives).
La théorie générale des paires de torsion et du tilting ([5]) montre que Cohy est un coeur
abélien de D(X).

Le résultat principal du chapitre 2 est alors le suivant. Bien que la courbe X ne vive pas
au-dessus de Spa(C'), on peut définir un morphisme 7 du site des espaces perfectoides sur X,
muni de la topologie pro-étale, vers Perfc pro¢t, qui induit un morphisme 7, au niveau des
topos correspondants. Dans I’énoncé qui suit, on utilise implicitement 1’équivalence donnée
par le théoréme de pureté de Scholze ([128]) entre Perfc prost €t Perf s

,proét*

Théoréme 10. — Le foncteur cohomologie RO, induit une équivalence de catégories abé-
liennes entre Cohy et BC.

A titre d’exemple, la suite exacte mentionnée ci-dessus correspond & la suite exacte dans
Cohy :
0— Ox = Ox(1) = ico,«C — 0.

De méme, la suite exacte de Banach-Colmez :
0-Q,—>G,—G,/Q, —0
correspond 4 la suite exacte dans Cohy :

0= Ox = i0C — Ox(-1)[1] = 0.

Remarque 11. — Le point le plus délicat de la preuve est le calcul de certains groupes
d’extensions dans la catégorie des faisceaux de Qp-espaces vectoriels sur Perfc 04t entre
les faisceaux Q, et G, en petit degré. Ces calculs sont réminiscents de ceux de Breen en
caractéristique p, méme s’ils sont considérablement plus simples (la seule chose dont nous
ayons besoin est la résolution partielle explicite utilisée par Berthelot-Breen-Messing dans
[12]) et beaucoup moins forts. Dans le cas des extensions de G, par lui-méme, nous montrons
que
Hom(G,,G,) = C ; Ext’(G,,G,) = C.

I ne fait aucun doute que 'on devrait avoir Ext’(G,, G,) = 0 en tout degré > 1. Dans [20],
Breen prouve que

Ext'(G,,Gq) =0

pour tout i > 0, ou cette fois-ci le groupe considéré est un groupe d’extensions dans la
catégorie des faisceaux de Fj-espaces vectoriels sur le site des schémas parfaits sur une base
parfaite de caractéristique p, muni de la topologie étale (ou fppf) (29),

Comme corollaire du théoréme, on obtient que la catégorie BC ne dépend que de C”, le fait
que les espaces de Banach-Colmez sont des diamants (au sens de [133]) et une caractérisation
cohomologique des algébres sympathiques.

26. L’asymétrie apparente (pour ¢ = 1) entre les deux situations n’en est pas vraiment une : si dans la
définition des espaces de Banach-Colmez, on remplace le corps Qp par un corps local E de caractéristique
p, Ext!(Gq, Gg) s’annule aussi dans la catégorie des faisceaux de E-espaces vectoriels sur Perfc progt-
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Cohomologie pro-étale et cohomologie syntomique. — La preuve du théoréme prin-
cipal du chapitre 2 nécessite d’effectuer certains calculs de cohomologie pro-étale : il faut
savoir décrire la cohomologie pro-étale des faisceaux Q, et G, sur I'espace affine. Bien que
ce ne soit pas nécessaire pour ’étude des espaces de Banach-Colmez, nous menons le calcul
en tout degré et obtenons le résultat suivant.

Théoréme 12. — Soitn > 1 eti > 0. Notons
O(AZ) 2 o1 (AR) 4 = on(An)
le complexe des sections globales du complexe de de Rham de Ag. Alors, d’une part, pour
tout 1 > 0,
H' (A%, Gq) = Q'(AZ).
D’autre part, H°( &, Qp) = Qp et pour tout i > 0, on a un isomorphisme :
H'(AZ,Qp) = Ker(d;) = Im(di—1) C V'(AZ).
Tous les groupes de cohomologie considérés sont des groupes de cohomologie pro-étale.

On obtiendrait un résultat analogue pour le disque unité ouvert en dimension quelconque.
Notre démonstration repose sur la version « faisceautique » d’une variante de la suite exacte
familiére en théorie de Hodge p-adique :

0—Q,— B’ — Bar/Bir — 0,

Cris

et sur I’analyse de la cohomologie pro-étale des faisceaux de périodes correspondants.

Enfin, les techniques utilisées pour démontrer ce théoréme et l'article [111] nous ont mené
a nous intéresser a la cohomologie syntomique géométrique. Niziol montre dans [111] que
les groupes de cohomologie syntomique géométrique d’un schéma formel semi-stable ¥ sur
une extension finie K de Q,, sont les C-points de certains espaces de Banach-Colmez. Notre
objectif initial, au vu du théoréme 10, était de redémontrer ce résultat dans le cas de bonne
réduction, en le reliant plus directement & la courbe de Fargues-Fontaine, c’est-a-dire de
fabriquer, pour chaque r > 0, un complexe de faisceaux cohérents Fz{r} sur la courbe, tel
que pour tout ¢ > 0,

H'(X, Fx{r}) = H(Tog,m)[1/p]-

Nous n’y sommes vraiment parvenu qu’en degré inférieur ou égal & r, mais cela nous per-
met tout de méme de donner une preuve synthétique du théoréme de comparaison étale-
syntomique. Chemin faisant, nous obtenons une réinterprétation de certaines constructions
syntomiques dans le langage de Bhatt-Morrow-Scholze [14]. Le foncteur de décalage L,
étudié dans [13] et [14] et qui faisait déja son apparition dans la démonstration du théoréme
12, y joue un role crucial 7). Cest ce foncteur qui explique la différence entre cohomologies
étale et syntomique.

Prolongements et perspectives. — La définition que nous donnons de la catégorie
des espaces de Banach-Colmez rend frappante 'analogie entre la catégorie BC et celle
des groupes quasi-algébriques unipotents (ou proalgébriques unipotents) de Serre ([136]).
Non seulement les définitions de ces deux catégories ont un air de famille, mais ces objets
font leur apparition dans des contextes similaires. Ils interviennent tous deux en théorie
du corps de classes : voir respectivement [136] et [64]. Les groupes de cohomologie plate
(fppf) de p, sur une variété propre et lisse sur un corps parfait de caractéristique p sont les
points de groupes quasi-algébriques unipotents, de méme que la cohomologie syntomique
géométrique donne naissance a des espaces de Banach-Colmez. Il serait intéressant de
préciser et d’explorer cette analogie.

27. Méme si pour des raisons techniques, c’est u plutét que ¢ que nous utilisons.



BANACH-COLMEZ ET FAISCEAUX COHERENTS SUR LA COURBE DE FARGUES-FONTAINE 23

Les calculs effectués dans la section 2.3 du chapitre 2 pour démontrer le théoréme 12
suggérent aussi différentes questions. La plus évidente est celle de savoir si les méthodes
employées pour décrire la cohomologie pro-étale a coefficients Q, de I’espace affine peuvent
s’étendre au cas d’un espace Stein lisse Z quelconque (ou d’un espace affinoide surconvergent
lisse), défini sur une extension finie de Q,. La difficulté essentielle réside dans I’analyse de la
cohomologie H*(Zc,B[1/t]#=1) du faisceau pro-étale B[1/t]*=! (B est I'analogue faisceau-
tique de 'anneau B de Fargues et Fontaine). Plus précisément, il faudrait savoir relier la
cohomologie de ce faisceau a la cohomologie de la fibre spéciale 3 (cristalline, Hyodo-Kato,
...), sous I’hypothése qu’il existe un modeéle formel sympathique 3 de Z. Cette question est
évoquée a la toute fin du chapitre (§2.8.5).

11 serait plus intéressant encore de ne pas inverser ¢ : la cohomologie de B (avec son action
de Frobenius) parait horriblement compliquée & décrire, mais celle du complexe de faisceaux
étales L, Rv.B a Iair nettement plus agréable, v’ désignant le morphisme du topos pro-étale
de Z¢o vers le topos étale de Z¢. Les résultats du paragraphe final 2.8.5 sont trés partiels et
insatisfaisants en ’état ; néanmoins, ils semblent indiquer, méme de fagon ténue, qu’il devrait
exister pour les espaces surconvergents ([79]) lisses et quasi-compacts sur un corps p-adique
K une théorie cohomologique & valeurs dans la catégorie dérivée des fibrés Gi-équivariants
sur la courbe, telle que la cohomologie du disque unité surconvergent soit nulle en degré
positif. Cette observation va dans le sens de I’analogie entre la courbe de Fargues-Fontaine
et la droite projective complexe X¢ (sur C) ou la forme tordue de la droite projective sans
point réel (sur R) : en effet, une structure de Hodge complexe (resp. réelle) peut étre vue
comme un fibré We-équivariant sur X¢ (resp. comme un fibré Wgr-équivariant sur X¢),
We (resp. WRr) désignant le groupe de Weil de C (resp. R) — cf. [139] (38).

Comme le montre — sous une forme un peu différente — la derniére section du chapitre
2, ces questions sont reliées & 1’étude de la cohomologie syntomique géométrique d’un
modéle formel lisse de Z, lorsqu’un tel modéle existe. Il vaudrait la peine de reprendre
la construction qui y est donnée d’'un complexe calculant la cohomologie syntomique sans
inverser p et sans hypothése de bonne réduction. Nous espérons revenir sur ces différents
problémes dans un futur proche.

Enfin, pour pousser & son terme ’analogie mentionnée ci-dessous avec les résultats de
Breen, il serait satisfaisant de réussir & décrire les groupes d’extensions entre les faisceaux
Q, et G, sur Perfe e en tout degré. Peut-on adapter a ce cadre les techniques de [19]
ou [20]? Le théoréme de Breen concernant les extensions de G, par lui-méme peut se
réinterpréter comme le calcul de la cohomologie de Hochschild topologique de F, ([75]);
nous ignorons si des relations de méme nature valent encore dans le cas qui nous intéresse.

28. Et linterprétation de la cohomologie du complexe fabriqué en appliquant L7; comme g-déformation
du complexe de de Rham ([14]) n’est pas sans rappeler la construction de twisteurs par I’astuce de Deligne
des A-connexions.






CHAPITRE 1

REVETEMENTS DU DEMI-PLAN DE DRINFELD ET
CORRESPONDANCE DE LANGLANDS p-ADIQUE

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus en collaboration avec Gabriel Dospinescu

(153]).

1.1. Introduction

La correspondance de Langlands locale « classique » pour GL,, entretient un lien étroit
avec la cohomologie du demi-espace de Drinfeld de dimension n — 1 et de ses revétements :
la théorie de Lubin-Tate non abélienne de Carayol [27] prédit que la correspondance pour
les représentations supercuspidales se réalise dans la cohomologie étale ¢-adique de la tour
de Drinfeld [55] (ou de Lubin-Tate, selon les goiits, cf. [60] [67]) et la mise en forme de ce
principe joue un role crucial dans la preuve d’Harris et Taylor [84] de la correspondance.

Par contraste, ’existence de la correspondance de Langlands p-adique, qui n’est & ’heure
actuelle formulée et prouvée que pour le groupe G = GL2(Q,), repose [38] sur la théorie
de Fontaine [69] des (¢,T')-modules. Elle n’a donc & premiére vue aucune relation avec la
géométrie des revétements du demi-plan de Drinfeld (). Pourtant, le cas classique laisse
espérer que celle-ci puisse expliquer la structure des représentations de G associées aux
représentations galoisiennes de de Rham non triangulines. Ce chapitre se propose de montrer
que c’est effectivement le cas. Les résultats obtenus ont été directement inspirés par une
conjecture non publiée de Breuil et Strauch [25], qui donnait un sens précis a cet espoir, en
décrivant le complexe de de Rham de ces revétements (2 en termes de la correspondance de
Langlands p-adique .

1.1.1. Les résultats principaux. — Nous aurons besoin de quelques préliminaires pour
énoncer notre premier résultat principal. Soit D 'unique algébre de quaternions ramifiée sur
Q, (& isomorphisme prés), Op son unique ordre maximal et soit wp une uniformisante de

—

D. Soit M,, I'espace rigide analytique sur QJ*, fibre générique du schéma formel classifiant
les déformations par quasi-isogénie Op-équivariante d’un Op-module formel spécial de di-
mension 2 et hauteur 4 sur Fp, avec structure de niveau 1+ p"”Op. Les espaces M,, forment
une tour d’espaces analytiques, les morphismes de transition /\>ln+1 — M,, étant finis étales.
Chacun ) de ces espaces est muni d’actions qui commutent des groupes G = GL2(Q,p) et
D*, compatible avec les morphismes de transition Mn+1 — M,,. De plus, les espaces M,

1. Pour certaines représentations galoisiennes, on sait cependant que la correspondance se réalise dans la
cohomologie complétée de la tour des courbes modulaires [57]; ceci joue d’ailleurs un role capital ici.

2. Plus précisément, la conjecture était faite pour le premier revétement.

3. La conjecture de Breuil-Strauch et les résultats de ce travail ne disent rien sur les représentations de
de Rham triangulines : pour une explication, voir la remarque 1.1.5.

4. L’action « horizontale », i.e. sur chaque étage de la tour, est celle de G, le groupe D* agissant « verti-
calement » sur la tour. Puisque 1 4+ p"Op est distingué dans D*, Paction par correspondances de Hecke de
D* sur la tour préserve chaque M.
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sont munis de données de descente canoniques & la Weil, qui ne sont pas effectives, mais qui
le deviennent sur le quotient (® de M, par p%Z. On note ¥, le modéle de pZ\Mn sur Qp
qui s’en déduit. L’espace rigide analytique 3,, est un revétement étale de ¥, de groupe de
Galois le quotient
Gal(%,/%X0) = O /(1 +p"Op).
Soit © le demi-plan de Drinfeld, un espace rigide sur Q, dont les C-points sont

QC) =PH(C) - PHQy).

az+b
cz+d
g = (‘j g) € G, ol z est «la» variable sur P!. L’espace ¥ n’est pas bien mystérieux : il

si

Il admet une action de G, via I’action naturelle de G sur P(C), donnée par g.z =

s’agit simplement de deux copies de €2, avec action triviale de O7,, I'élément wp permutant
les deux copies. L’action de g € G est 'action naturelle sur € et échange ou non les deux
copies de € selon que le déterminant de g est impair ou pair. La géométrie des revétements
Y., et Vaction de G x D* sur ¥, sont par contre bien plus compliquées.

Fixons maintenant une représentation lisse supercuspidale 7 de G, de caractére central

trivial (pour simplifier) et notons

p = JL(m)

la représentation lisse irréductible (de dimension finie) de D* qui lui est attachée par la
correspondance de Jacquet-Langlands locale. Il existe () une extension finie L de Q, telle
que ces représentations soient définies sur L. Il est sous-entendu dans la suite que le corps
des coefficients de toutes les représentations qui apparaissent est L ; en particulier, si X est
un espace rigide sur Q,, et F est un faisceau cohérent sur X, on notera simplement F(X)
pour H(X, F) ®q, L.

Soit Banadm(G) la catégorie des représentations de G sur des L-espaces de Banach II, qui
ont un réseau ouvert, borné et G-invariant, dont la réduction modulo p est lisse admissible
au sens usuel (i.e. le sous-espace des vecteurs invariants par un sous-groupe ouvert compact
arbitraire de G est fini). Si II € Ban®"™(G), on note II*" (resp. I1'5) le sous-espace de II
formé des vecteurs localement analytiques (resp. localement constants), i.e. des vecteurs dont
'application orbite (") est localement analytique (resp. localement constante). Les espaces
12" et I11%¢ sont stables sous I'action de G et II** est dense dans II [125] (alors que IT'ss¢
est la plupart du temps nul).

Définition 1.1.1. — On note V(w) 'ensemble des représentations absolument irréduc-
tibles TT € Ban®™(G) telles que I1"%¢ ~ 7.

La correspondance de Langlands locale p-adique pour G fournit une description compléte
de V(7) (voir la discussion suivant la remarque 1.1.3).

Le théoréme suivant, qui est le premier résultat principal de ce texte, fournit une des-
cription géométrique de la représentation localement analytique IT2" /IT"¢ quand IT € V().
Alternativement, on peut le voir comme une description de la G x D* représentation O(%,,)
en termes de la correspondance de Jacquet-Langlands et surtout de la correspondance de
Langlands p-adique. Si V' est un L-espace vectoriel localement convexe, on note V* son dual
topologique. On pose aussi

o” = Homp-(p, o)

pour toute L-représentation o de G x D*.

5. On voit p comme élément du centre de G.

6. L’existence est un fait standard de la théorie, utiliser par exemple le fait que 7 est 'induite d’une
représentation de dimension finie & partir d’un sous-groupe ouvert compact modulo le centre. Voir aussi le
chapitre 4 de [24] pour une discussion de la rationalité dans un cadre beaucoup plus général.

7. Siwv €Il est un tel vecteur, son application orbite est G — II, g — g.v.
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Théoréme 1.1.2. — Soit ™ une représentation supercuspidale de G = GL2(Q,), & ca-
ractére central trivial, et soit p = JL(m) comme ci-dessus. Pour tout Il € V(m) et pour
tout n assez grand (il suffit que p soit triviale sur 1+ p"Op), il existe un isomorphisme de
G-modules topologiques unique & scalaire prés

(O(Zn)p)* ~ Han/Hlisse.

Remarque 1.1.3. — a) Au lieu de partir de 7, on aurait pu plus généralement partir d’une
représentation localement algébrique de la forme 7 ® Symk, avec 7 supercuspidale (8). Tous
les résultats de ce texte s’étendent, a condition de considérer des fibrés vectoriels différents
sur Y, : voir la remarque 1.11.12. De méme, '’hypothése que le caractére central de 7 est
trivial n’est pas essentielle, contrairement a ’hypothése que 7 est supercuspidale (voir la
remarque 1.1.5 pour plus de détails concernant ce dernier point).

b) Une conséquence importante du théoréme 1.1.2 est que (O(X,)?)* est une G-
représentation localement analytique admissible, au sens de Schneider et Teitelbaum [125].
Le caractére localement analytique s’établit sans trop de mal, mais I’admissibilité semble
nettement plus délicate. Qu’en est-il pour GL2(F), ou méme GL, (F)? Notre méthode ne
fournit aucune approche pour ce probléme. On peut espérer que la théorie des D-modules
p-adiques permette de dire quelque chose de ’admissibilité de ces représentations indépen-
damment de la correspondance de Langlands p-adique (voir [114] pour des résultats dans
cette direction).

Le théoréme 1.1.2 affirme en particulier que le quotient IT8" /1115 ne dépend pas du choix
de IT € V(). Cela n’est cependant que de la poudre aux yeux : la preuve du théoréme 1.1.2
utilise de maniére essentielle cette indépendance, qui a été démontrée par voie trés détournée
dans [38, th. VI.6.43|, et dont la preuve a été considérablement simplifiée dans un travail
récent de Colmez [41]. Nous donnons aussi une preuve () dans la section 8 de ce chapitre,
car nous avons besoin d’un certain nombre d’ingrédients de cette preuve pour montrer le
théoréme 1.1.4 ci-dessous.

Pour comprendre I'importance de 'indépendance discutée dans le paragraphe précédent,
il convient d’expliciter davantage 1’ensemble V(7). La correspondance de Langlands « clas-
sique » pour G, normalisée a la Tate, combinée avec une recette de Fontaine [70] (complétée
par la proposition 4.1 de [24], qui permet « d’inverser » cette recette pour attacher des
(¢, N,Gq,)-modules a des représentations de Weil-Deligne, cf. le dernier paragraphe des
notations et conventions) permet d’associer a m un (p, Gq, := Gal(Q,/Q,))-module M (),
libre de rang 2 sur L ®q, Qp", ainsi qu'un L-espace vectoriel de dimension 2

Mar(7) = (Qp ©qyr M(m))%er.
Un des résultats principaux de [45], qui utilise la compatibilité entre les correspondances de
Langlands « classique » et p-adique [57], montre que le foncteur de Colmez [38] induit une
bijection
IT — V(II)
entre V(m) et ensemble des L-représentations absolument irréductibles V' de dimension 2
de Gq,, potentiellement cristallines & poids de Hodge-Tate 0,1 et telles que

Dpsi (V) > M (7).

On a det V(II) = xcyc pour tout IT € V(m), car le caractére central de 7 est trivial (aussi
innocente qu’elle puisse paraitre, cette assertion est en fait la partie la plus technique de
[45]...). En combinant cela avec le théoréme de Colmez-Fontaine [43], et 'observation que,
la représentation de Weil attachée a M (w) par la recette de Fontaine étant irréductible,

8. Coté Galois, cela revient & passer des poids de Hodge-Tate 0,1 aux poids 0,k + 1, comme on le verra

plus bas.
9. En utilisant encore un certain nombre de résultats de [38], ainsi qu’une astuce de [41].
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toutes les filtrations sur M () sont automatiquement faiblement admissibles (voir la preuve
du théoréme 5.2 de [24]), on en déduit une bijection canonique

V(1) =~ Proj(Mgr (7)), II— Fil®(Dgr(V(I1))),

en considérant Fil’(Dgg(V(II))) comme une L-droite de Mggr(w) via lisomorphisme
Dar(V(I)) =~ Mggr(7) induit par 1 D i (V (1)) ~ M(7). Notons £ — I, linverse
de cette bijection. Ainsi, £ est la filtration de Hodge sur Dgr(V (Ilz)). L’indépendance
de 122 /T1¢ pour II € V(m) équivaut alors a I'indépendance de I1%"/I1Lss¢ par rapport
a la filtration de Hodge £ sur Mggr(w). Cela est surprenant et n’a rien de gratuit : la
représentation I1*" permet de récupérer II, et donc la filtration de Hodge sur Mg (), grace
au résultat principal de [42], tandis que le quotient par les vecteurs lisses ne dépend que de
M (7). Autrement dit, les représentations II*" pour IT € V(7) sont des extensions

0— 7 —I*" - I(7,0) — 0

d’une représentation II(7,0) qui ne dépend que de M(x), par 7. La filtration de Hodge
encode cette extension. Nous verrons plus loin comment récupérer cette filtration. Une
conséquence essentielle de 'indépendance par rapport & la filtration de Hodge est qu’elle
nous permet de choisir un IT € V(7) convenable, et ainsi d’utiliser des méthodes globales
pour montrer ’existence d’un morphisme non nul entre les deux objets du théoréme 1.1.2.
Nous montrons ensuite par voie locale que tout tel morphisme est un isomorphisme, et qu’il
est unique a scalaire prés : c’est le coeur technique de 'argument, voir la section suivante
pour plus de détails.

La description géométrique de IT*"/I1HS5¢ étant acquise grace au théoréme 1.1.2, nous
voulons maintenant décrire II*" géométriquement, et récupérer ainsi la filtration de Hodge.
C’est ici qu’intervient le complexe de de Rham de %,,.

L’espace X, est Stein, ce qui fournit une suite exacte d’espaces de Fréchet avec action de
G x D*

0— HiR(Z,) = O(X,) = Q) = Hig(Z,) — 0.
En passant aux composantes p := JL(7)-isotypiques (1) on obtient une suite exacte 12 de
G-représentations sur des espaces de Fréchet

0— O, = QT — Hig(2,)” — 0.

Théoréeme 1.1.4. — Il existe un isomorphisme canonique (G scalaire prés) de G-modules
de Fréchet

Hig(3,)" ~ Mg ®r 7%,
tel que pour toute L-droite £ de Mgr, Uimage inverse de L+ ®p m* C HéR(Zn)p dans
QL(X,)? est isomorphe a (II3")* et la suite evacte

0= O, — (I 5 Lt @ " ~7* =0
qui s’en déduit est duale de celle fournie par le théoréme 1.1.2.

Ce théoréme, qui est le deuxiéme résultat principal du chapitre, donne donc une recette
géométrique simple pour construire I1** & partir de la donnée de M () (ou de fagon équiva-
lente, de 7) et de la filtration de Hodge, a partir du complexe de de Rham. C’était 'objet
de la conjecture originale de Breuil-Strauch [25] (qui était toutefois formulée de maniére un
peu différente, voir la remarque 1.11.13).

10. Ce dernier isomorphisme est unique a scalaire prés, dont tout est « canonique a scalaire prés » dans ce
qui précéde, et lidentification V() ~ Proj(Mag (7)) est canonique tout court....

11. Cela utilise de maniére cruciale le fait que p est de dimension > 1, ce qui fournit HgR(Zn)" =0, grace
a [141] et [67].

12. La suite reste exacte, p agissant & travers un quotient fini de D*.
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Remarque 1.1.5. — Si 7 est une représentation de la série principale, et II € Ban®™ (@)
contient 7, on ne dispose pas d’une telle description géométrique de IT?" : la situation est bien
str similaire & celle de la correspondance de Langlands locale classique, ol les représentations
de la série principale n’apparaissent pas dans la cohomologie /-adique & supports de la tour
de Drinfeld. Si 7 est un twist de la Steinberg, les premiers travaux de Breuil [21] sur la
correspondance de Langlands p-adique fournissent une description partielle de II*™ utilisant
le demi-plan €2, mais la situation est plus compliquée : il ne suffit pas de copier les énoncés
précédents avec p triviale. Cela s’explique en partie par le fait que dans ce cas la cohomologie
de de Rham est non triviale aussi en degré 0, cf. le paragraphe 1.12.2.

Toutefois, dans ces deux cas, la représentation galoisienne attachée a une telle II est trian-
guline, et on dispose donc d’une description trés précise des vecteurs localement analytiques
[40] [101].

Remarque 1.1.6. — Remplagons ¥,, par le premier revétement ¥4 5,0, et considérons
comme dans I'énoncé du théoréme le dual de 'image inverse de LX® 7 C Hig (S14wpop)?
dans QY211 w,0,)?, pour p représentation lisse irréductible non triviale de D*, triviale sur
1+ wpOp. Dans un travail récent [103] et dans une formulation un peu différente, Lue Pan
montre que le complété unitaire universel de cette représentation est admissible et que sa
réduction modulo 7y, coincide avec la réduction modulo 7y, de V(Il) par la correspondance
de Langlands semi-simple « modulo p ». Sa preuve exploite la géométrie d’un modéle formel
explicite de X141 wp0,-

1.1.2. Survol de la preuve. — Comme nous ’avons déja précisé, la preuve du théoréme
1.1.2 combine des arguments globaux et locaux. La plupart des ingrédients apparaissant
dans sa preuve sont aussi utilisés pour démontrer le théoréme 1.1.4, donc nous allons nous
concentrer uniquement sur la preuve du théoréme 1.1.2 dans la suite.

Commengons par la partie globale. Le but est de construire dans un premier temps un
morphisme non nul, G-équivariant et continu, de (Q'(X,,)?)* dans II**, pour un certain (**)
IT € V(n). Considérons une algébre de quaternions B sur Q ramifiée en p et déployée a
I'infini. Elle donne naissance a une tour de courbes de Shimura (Shg)x indexée par les
sous-groupes ouverts compacts K de B*(Ay) (on voit B* comme un groupe algébrique sur
Q dans la suite). Fixons un sous-groupe ouvert compact suffisamment petit K? de B*(AI;)
et considérons K = (1 + p"Op)K? C B*(Ay). Le théoréme d’uniformisation de Cerednik-
Drinfeld (plus quelques contorsions topologiques) permet d’obtenir un isomorphisme

(4) Q' (Shx ®q Q,)” ~ Homg™ ((Q'(3,)")", LA(X (K7))),

ol
X(K?)=B*(Q)\B"(Af)/K",

B étant 'algébre de quaternions sur Q ayant les mémes invariants que B aux places diffé-
rentes de p et 0o, et des invariants échangés en ces places (B est donc compacte modulo centre
a l'infini). L’espace X (KP) est une variété analytique, au sens naif du terme, compacte, avec
une action localement analytique de G. L’espace LA(X (K?)) des fonctions localement ana-
lytiques sur X (KP) a valeurs dans L est muni d’une action de I'algébre de Hecke hors p, et
cette action commute a 'action de G.

Ce qui précéde n’utilise pas le fait que l'on travaille avec GL2(Q,), mais & partir de
maintenant nous allons pleinement exploiter ce qu’on connait sur ce groupe. Le point clé
est de comprendre les espaces Hecke-propres dans LA(X (K?)). Comme B est déployée en
p, cela se fait en reprenant mot & mot les arguments qui ont permis & Emerton [57] de

13. Ce genre de stratégie avait été employée par Emerton [57] pour démontrer la compatibilité entre les
correspondances de Langlands locale p-adique et classique pour G.
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comprendre la cohomologie complétée de la tour des courbes modulaires. En fait, en globa-
lisant convenablement () la représentation 7 nous pouvons nous placer dans une situation
relativement simple - mais qui demande quand méme toute la force de la correspondance
de Langlands locale p-adique! Ainsi, en regardant les espaces p-propres des deux cotés de
lisomorphisme (4) pour un idéal maximal convenable p de l'algébre de Hecke sphérique
(15) du théoréme de compatibilité local-global d’Emerton pour
comprendre ’espace propre LA (X (KP))[p], on obtient un morphisme G-équivariant non
nul continu (2}(3,)?)* — II*", pour un certain I € V(7), ce qui induit par dualité un

et en utilisant la version

morphisme (II#%)* — Q(3,)?. On vérifie sans mal que ce morphisme se restreint en un
morphisme non nul G-équivariant continu

@ : (T17 /I1s)* — O(8,)”.

D’aprés les résultats de Colmez évoqués plus haut, le membre de gauche, tout comme le
membre de droite, ne dépend que de M (ou, de fagon équivalente, de 7, ou de p), et pas du
choix de IT € V() : on notera désormais II(r,0) = IT2" /TTsse,

La suite de la preuve, qui représente la partie la plus technique du texte, consiste a
montrer que ® est un isomorphisme, et qu’il est unique a scalaire prés. L’argument est un
peu acrobatique. Nous commengons par munir II(7,0)* d’une structure de O(£2)-module
telle que @ soit O(Q)-linéaire. Cela se fait en exploitant la construction explicite de II
via les (¢,T')-modules, et la comprehension de l'action de lalgébre de Lie gl, de G sur
IT*". Pour motiver un peu la construction, notons que l'opérateur 0 : O(X,)? — O(Z,)?
de multiplication par z € O() encode la structure de O(2)-module de O(3,)”, et est
uniquement caractérisé par ’égalité d’opérateurs sur O(%,,)”

at —1=ut00,

ot at (respectivement u*) désigne l'action infinitésimale de ( ZO; (1J> (respectivement ( é le )

sur O(X,,)”. Notons que lopérateur ut agit comme —%.

Le point est alors de refaire ces constructions du coté des (p,T")-modules (tout cela est
fortement inspiré d’un travail en cours de Colmez [41]). On démontre ainsi I’existence d’un
automorphisme 9 du L-espace vectoriel topologique II(7,0)* uniquement caractérisé par le

fait que

*

at —1=ut00d.

L’existence de O est un théoréme délicat de Colmez [41], dont on donne une nouvelle preuve.
La notation 0 peut paraitre pour le moins étrange, sachant qu’il s’agit d’'un opérateur de
« multiplication par z » : elle vient du fait que 9 encode la connexion sur le (¢,I')-module
(sur 'anneau de Robba) attaché a V(II). Au vu des remarques précédentes, le théoréme
suivant ne devrait pas surprendre le lecteur, mais nous insistons sur le fait qu’il requiert un
certain nombre d’estimées pas totalement triviales et qu’il joue un réle décisif dans la preuve
des résultats principaux du chapitre.

Théoréme 1.1.7. — Pour tout II € V(w) il existe une unique structure de O(2)-module
sur I(m, 0)* qui étend sa structure de L-espace vectoriel, et telle que z € O(Q) agit comme

0.

14. De telle sorte que la représentation galoisienne associée a la forme automorphe globalisant 7 soit
irréductible en réduction mod p et en restriction a ng

15. Notons que 'on a besoin d’une version forte de cette compatibilité, i.e. il ne suffit pas de savoir que I1?"
apparait dans I’espace propre LA (X (KP?))[p], mais qu’en plus IT*® est ’unique sous-quotient irréductible de
cet espace.
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Un ingrédient crucial dans la preuve de ce théoréme est la dualité de Morita ([109, 122],
par exemple), i.e. I'isomorphisme de G-modules topologiques

QNQ) = (St*™)*, pe (St™) > wy = (/P L u(x)) dz.

1(Qp) zZ—X

Ici z est «la» variable sur P!, St® est la Steinberg localement analytique, quotient de
l'espace LA(P'(Q,)) des fonctions localement analytiques sur P'(Q,) par les fonctions
constantes. La structure de O(2)-module du théoréme précédent est alors donnée par

1
x))-l= 0—x) (D),
(/Pl(Qp)z_M )) /Pl(%( ) ()

pour tout [ € (T1*" /I115¢)* (bien stir, il faut donner un sens a ces expressions!).
Un résultat frappant que 'on obtient, comme corollaire du résultat final, est que (7, 0)*

est localement libre de rang dimp,(p) comme O(Q)-module. Cela semble trés délicat a dé-
mountrer, et méme a deviner, en utilisant seulement la théorie des (¢, I')-modules, qui sert a
construire II(m, 0) et Popérateur 0.

Une fois le théoréme 1.1.7 démontré, nous montrons que ® : II(7,0)* — O(X,)” est
surjectif. Cela se fait en deux étapes : nous montrons d’abord que ® est d’image dense,
et ensuite qu’il est surjectif. La densité de 'image de ® vient de l'irréductibilité du fibré
G-équivariant sur 2 dont les sections globales sont O(X,,)?, résultat qui se démontre en
utilisant les résultats de Kohlhaase [97], permettant de « transférer le probléme » sur la
tour de Lubin-Tate : via ce transfert, 'irréductibilité se raméne a l'irréductibilité du fibré
D*-¢quivariant p* ® Op:, qui est nettement plus facile & établir (16)

Expliquons enfin rapidement I'argument pour linjectivité de ®. On note O(k)(X,) la
représentation de G sur O(%,,) obtenue en tordant I'action naturelle comme suit (*7)

(60) %k f=(a—c)™ ((24) 1)

Puisque X, est étale sur Yy, on a une trivialisation Ql(Zn) ~ O(%,)dz, qui induit un
isomorphisme de G-représentations

QL) ~ 02)(2,) ®det .

On peut faire les mémes constructions purement a partir des (¢, I')-modules, ce qui permet
de définir une représentation II(7,2)* en faisant agir G sur II(m, 0)* par

(28)*xv:i=detg-(a—cd) 2 (2}).v.

Le morphisme ® étant O(Q)-linéaire, G-équivariant et surjectif, il induit un morphisme
G-équivariant continu et surjectif ® : I(w,2)* — QY(X,), et il suffit de démontrer que
ce morphisme est injectif. Cela se fait en plusieurs étapes. D’abord, nous utilisons encore
une fois 'uniformisation de Cerednik-Drinfeld et un argument avec la suite spectrale de
Hochschild-Serre comme dans [83] et [61] pour montrer que HJg(2,)” admet deux copies
de 7* comme quotient. Ensuite, la « théorie du modéle de Kirillov » de Colmez permet (18)
de montrer que le conoyau de u™ : II(m, 0)* — TI(m, 2)* est canoniquement (& scalaire pres)
isomorphe a Mjgz ® 7*. On déduit de ce qui précéde que le morphisme

@ : (7, 2)* /ut (I(7,0))* = Q(,)/d(O(2,)?)

16. Mais qui utilise de maniére cruciale le fait que p est irréductible et lisse.

17. Comme O(%,) est un O() ~ O(Zp)P -module (isomorphisme étant donné par le plongement
diagonal de O(Q) dans O(Xp)), et comme (a — cz)~F € O(Q), la formule précédente a un sens.

18. Cela fait bon usage d’anneaux de Fontaine, de I’équation différentielle attachée par Berger [6] & une
représentation de de Rham, ainsi que des résultats de [49] et [38, chap VI]|.
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est forcément un isomorphisme, ce qui fournit au passage un isomorphisme (*9)

Hig(3,)P ~ Mg @ 7.

De cela on déduit assez facilement l'injectivité de @, en prouvant qu’il n’existe pas de sous-
espace G-stable dans N,>o(u™)™(II(m,2)*). Ce dernier espace est en fait nul (cela découle
de [41] ou [52] et utilise de maniére cruciale le fait que les représentations auxquelles on
travaille ne sont pas triangulines), ce qui joue un role important dans la preuve du théoréme
1.1.10 ci-dessous.

Ce qui précéde montre que I'application u™ : II(m, 0)* — II(7,2)* induit une suite exacte
de G-modules de Fréchet

0 — II(m, 0)" — (7, 2)" - Mjgp QL 7" — 0

et que lisomorphisme II(7,0)* ~ O(X,)? induit un isomorphisme de G-modules topolo-
giques
QL) ~ (r, 2)*.

Le théoréme 1.1.4 s’en déduit en suivant soigneusement ces identifications.

Remarque 1.1.8. — Colmez a démontré [41] que la représentation II(r, 0) est (topologi-
quement) irréductible, ce qui fournit une preuve directe de I'injectivité. Nous avons toutefois
besoin de tous les ingrédients ci-dessus pour la preuve du théoréme 1.1.4.

1.1.3. Compléments. — Nombre des objets construits a I’aide des (p, I')-modules men-
tionnés précédemment trouvent donc une interprétation géométrique, a I’exception notable
du faisceau G-équivariant U — t N,z XU sur P1(Q,,) construit par Colmez (20) dont I’espace
des sections globales contient II(m,0)* et qui joue un rdle capital dans la théorie. Dans la
derniére section de ce chapitre, nous proposons une interprétation géométrique naturelle de
ce faisceau, qui prolonge naturellement la conjecture de Breuil-Strauch. Le lecteur est ren-
voyé a 1.12.3 pour un énoncé précis. Contentons-nous pour finir cette partie de citer deux
autres conséquences de nos résultats.

Soit D(T") I'algébre des distributions sur I' = Gal(Q;Y°/Q,) ~ Z5 a valeurs dans L. Si V/
est une représentation de de Rham de Gg := Gal(@/ K), avec K une extension finie de Q,,
on note H! (G, V) 'image de I'exponentielle de Bloch-Kato. Soit maintenant V' € V(r). On
dispose d’applications naturelles

/ L H'(Gg,. D(T) &1 V) = H'(Gr, . V),
14+pnZ,

ou Fy, = Qp(ppn).

Théoréme 1.1.9. — Il existe un isomorphisme de D(T")-modules libres de rang 2

)8 = (e H(Ga, D) &L V) | [ e HIGr, V) Va2 0}
14+pnZ,

Enfin, la trivialisation Q*(¥,) = O(X,)dz permet de définir une application d%
O(%,) — O(%,). On dit qu'une fonction f € O(X,) est infiniment primitivable si f est
dans I'image de (d%)ok pour tout k. En d’autres termes, f est infiniment primitivable si
f € Nkzo(uh)*(O(2n)).

Théoréme 1.1.10. — Soit f € O(X,,) une fonction infiniment primitivable sur ¥,,. Alors

feom).

19. Une méthode plus naturelle serait d’utiliser la cohomologie d’Hyodo-Kato d’un modéle de ¥,,, mais
cela pose un certain nombre de problémes...
20. Pour une définition, voir le § 1.8.1.
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Remarque 1.1.11. — Dans un article ultérieur [54], nous discuterons le lien entre O(%,,)
et la courbe de Fargues-Fontaine : soit O(%,,)« le sous-espace de O(X,,) des fonctions f
telles que
lim Lbyf=0.
vp (b)——o00 (0 1 ) f
Géomeétriquement, O(X,,) o est le sous-espace de O(%,,) formé des fonctions qui tendent
vers zéro quand « on s’approche dans les directions rationnelles du point co du bord ». Soient

B, = [ ¢"(Biy): Ha, = Gal(Q,/Q)).
n>0

On démontre alors [54] qu’il existe un isomorphisme de représentations de B = (QP Q,,)

0 Q:
O(S,), = (B, @ap M(m)" 94

ou 6 : B — Q est le caractére 6 ((34)) = 4. Précisons simplement que I'action de (Z; v

sur le terme de droite se fait & travers 'action naturelle de I' = Gal(Q'°/Q,), via I'iso-

morphisme (ZOZ (1)) ~ I" induit par le caractére cyclotomique. L’action de (p 0) correspond

01
a l'action du Frobenius sur (B;’;g ®qu: M (r))™@r. Notons aussi que tous les objets dans
Pénoncé précédent ont un sens pour GLo(F'). On peut naturellement se demander si c’est

plus qu’une coicidence...

1.1.4. Plan du chapitre. — L’enchainement des parties de ce chapitre suit essentielle-
ment le cheminement de la preuve esquissée ci-dessus, dont nous reprenons les notations.
La construction du morphisme ® : (II*"/I115¢)* — (O(%,,)? est I'objet de la section 1.5.
Les deux chapitres précédents contiennent des résultats préliminaires & cette construction :
description de la tour de Drinfeld et propriétés de ’action des groupes G et D* sur la tour
(section 1.3); théoréme d’uniformisation p-adique (section 1.4), rappels sur les formes auto-
morphes sur les algébres de quaternions (section 1.4) et enfin le calcul de la w-partie de la
cohomologie de Rham & supports compacts des revétements de Drinfeld qui sera utile plus
tard. La preuve du théoréme de compatibilité local-global (d’aprés Emerton) est repous-
sée en appendice. Le chapitre 1.6 est constitué de quelques rappels standard sur la théorie
des (¢, T')-modules, tandis que le chapitre 1.7 contient des rappels, moins standard et fon-
damentaux pour la suite, sur la correspondance de Langlands p-adique : en particulier, la
description de I'action infinitésimale de G sur les vecteurs localement analytiques et la théo-
rie du modéle de Kirillov de Colmez. Ces résultats sont pleinement utilisés dans la section
1.8 pour construire II(7, 0), puis dans la section 1.9 pour munir II(7,0)* d’un opérateur 9 et
d’une structure de O(€2)-module. La démonstration de la surjectivité de @ est alors possible
et exposée dans le chapitre 1.10. La fin de la preuve des théorémes principaux est 1’'objet
du chapitre 1.11 et fait encore appel aux résultats du chapitre 1.7. Enfin, la section 1.12
contient quelques corollaires et une question.

1.2. Notations et conventions

(1) On fixe une cloture algébrique Qp de Q, et on note C son complété. Toutes
les extensions de Q, considérées dans la suite seront & l'intérieur de C. On note
Q2 'unique extension non ramifiée quadratique de Q,, et on note Qp le complété
de l'extension maximale non ramifice Q)" de Q, dans Qp. Pour n > 1, on note
Fy = Qp(ppn) et Q¢ le complété de la réunion des F;,. On pose, enfin,

Gq, = Gal(Qy/Qp), Hq, = Gal(Q,/Q;"), T =Gal(Q;/Qp).
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(2) Dans tout le texte, G = GL2(Q,). On note Gy = GL2(Z,) et G,, = 1+p"Mo(Z,),
pour tout n > 1. On note aussi B le sous-groupe de Borel (supérieur) de G et P =
(%; C‘i”) le mirabolique. Enfin, on pose g = gl, = Lie(G) et on considére la base de g
donnée par

a* :(58)7 a- :(8?)’ ut :(8(1))’ u- :(?

On note h =a* —a~ € U(g).

0)

(3) On fait la convention importante que toutes les actions de G seront a gauche. En
particulier, si G agit sur un espace rigide analytique (ou un schéma) X, on transforme
I’action naturelle a droite de G sur les sections globales d’un fibré G-équivariant sur
X en une action a gauche (via 'anti-involution g — g~! de G).

(4) On note D l'unique algébre de quaternions non déployée sur Q,, (& isomorphisme
prés), Op son unique ordre maximal, Dy = O3, et D,, = 1+ p"Op, pour tout n > 1.
Fixons, une fois pour toutes, un plongement de Q2 dans D. Soit wp une uniformisante
de Op telle que

Op =Zylwp], @h=p, et wpr=o(x)wp, Yz Qpe,
ol o est le Frobenius de Q2.

(5) La représentation supercuspidale 7, de caractére central trivial et définie sur une
extension finie L de Q, (qui grandira selon les besoins...) sera fixée une fois pour
toutes. La représentation irréductible de D* attachée & m par la correspondance de
Jacquet-Langlands locale sera notée p = JL(w). Noter que p est aussi & caractére
central trivial.

(6) Si X est un espace rigide analytique sur Q,, on note O(X) = L ®q, H(X,Ox)
et Q1(X) = L ®q, H°(X,Q%). Méme convention pour HJg(X) (on n’utilisera la
cohomologie de de Rham que pour des espaces rigides analytiques lisses et Stein).

(7) Soit X est une variété analytique p-adique avec action localement analytique de
G. Si V est un Z,-module topologique, on note C°(X, V) (resp. LC(X,V)) I'ensemble
des fonctions continues (resp. localement constantes) ¢ : X — V. On note simplement
C%(X) (resp. LC(X), resp. LA(X)) au lieu de C°(X,L) (resp. LC(X, L), resp. les
fonctions localement analytiques ¢ : X — L). Tous ces espaces de fonctions sont
munis d’actions naturelles (a gauche) de G.

(8) Si H est un groupe de Lie p-adique, on écrit D(H) pour Palgébre des distributions
sur H a valeurs dans L. C’est le dual topologique fort de LA(H).

(9) Si B est une L-représentation de Banach de G, on note B*" (resp. B8, resp.
Bls5¢) le sous-espace de B formé des vecteurs v tels que I'application G — B, g — g.v
soit localement analytique (resp. localement polynomiale, resp. localement constante).
Si Alg(G) est 'ensemble des (classes d’isomorphisme de) représentations algébriques
irréductibles de G définies sur L, alors B, est I'image du morphisme naturel (injectif)

B W oL Homg(W,B™) — B™,
WeAlg(G)
ot g = Lie(G), alors que B'"*¢ est le sous-espace (B2%)9=C de B*" des vecteurs tués
par tout élément de g. Enfin, si K, est un sous-groupe ouvert compact de G, on note
BKp_alg I'image du morphisme

B WL Homg,(W,B) - B.
WeAlg(G)

(10) Soit K'/K une extension finie galoisienne (K et K’ étant des extensions finies de
Q,), et soit L une extension finie de Q, telle que [Homq,(Ky, L)| = [Kj : Q,], ou
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K désigne I'extension maximale non ramifiée de Q, dans K'. Soit WDy la ca-
tégorie des représentations de Weil-Deligne (r, N, V) de W(Q,/K) sur des L-espaces
vectoriels de dimension finie, telles que 7 soit non ramifiée en restriction & W(Q,/K’).
Fontaine [70] (voir aussi [24, Ch. 4] pour un résumé) a défini un foncteur de la ca-
tégorie des (¢, N, Gal(K'/K), L)-modules V) vers WD gk, qui est une équivalence
de catégories grace a [24, Prop. 4.1]. Si on combine cela avec la correspondance de
Langlands classique, on en déduit une recette attachant a des (classes d’isomorphisme
de) représentations lisses irréductibles de GL,(K) des (classes d’isomorphisme de)
(p, N, Gal(K'/K), L)-modules (pour certains K'). En partant de la supercuspidale 7
de GL2(Q)) fixée et en tensorisant par Q)" au-dessus de Kj (pour K = Q, et un
choix convenable de K’), on en déduit un (¢, Gq,)-module M (), qui jouera un role
important dans la suite.

1.3. Revétements du demi-plan de Drinfeld et fibrés vectoriels

Nous rappelons dans ce chapitre un certain nombre de résultats relativement standard
sur la tour de Drinfeld et nous établissons le caractére localement analytique de ’action de
G sur O(X%,,), ainsi que le caractére lisse de la G-représentation HjR7C(En). Le lecteur pourra
consulter [17, 47, 55, 67, 116] pour plus de détails concernant la tour de Drinfeld.

1.3.1. L’espace de Drinfeld et ses revétements. — Soit S un Zp—schéma. Un Op-
module formel spécial sur S est un groupe formel p-divisible X sur S, de dimension 2 et
hauteur 4, muni d’une action de Op telle que I'action induite de Z,2 sur l'algébre de Lie
de X fait de celle-ci un Og ®z, Z,2-module localement libre de rang 1. Il existe une unique
classe de Op-isogénie de O p-modules formels spéciaux sur F),. Fixons un tel Op-module for-
mel spécial X. Le foncteur des déformations de X par quasi- 1sogen1es Op- equlvarlantes (22)
est représentable [116] par un schéma formel p-adique sur Z On note My la fibre gé-
nérique rigide de ce schéma formel. Un théoréme fondamental de Drinfeld [55] fournit un
isomorphisme
./\;‘0 >~ Q X Z7

o Q) = Q®Qp Qp et ) est le demi-plan de Drinfeld, un espace rigide sur Q, dont les C-points
sont

Q(C) =PHC) - PHQ,).

L’espace M| est muni d’une action & gauche de G donnée par

9.(X,p) = (X,pog™),

qui correspond par I'isomorphisme de Drinfeld a l'action usuelle par homographies de G
sur le demi-plan et au décalage par —v,(det g) sur Z, ainsi que d’une donnée de descente
a la Weil ®3) | qui correspond via I’isomorphisme de Drinfeld au composé de la donnée de
descente canonique et du décalage par 1. Elle n’est donc pas effective, mais pour tout entier
t > 0, cette donnée de descente sur le quotient ptz\./\;lo de M, par 'action de ’élément p
du centre de G devient effective. En prenant ¢ = 1, on obtient un modéle g de pZ\Mo sur

Qp.

21. Ce sont donc des K ®q, L-modules libres de type fini avec un Frobenius bijectif semi-linéaire, un
opérateur linéaire (nilpotent) N satisfaisant N¢ = poN et une action semi-linéaire (par rapport a K(’)) de
Gal(K'/K), commutant & ¢ et N.

22. 1l s’agit du foncteur qui & S un Zp—schéma sur lequel p est nilpotent associe ’ensemble des classes
d’isomorphisme de couples (X, p), avec X un Op-module formel spécial sur S et p une quasi-isogénie Op-
équivariante entre X g et Xg; ici S est le sous-schéma fermé de S défini par p = 0.

23. Pour mémoire, une donnée de descente & la Weil sur un schéma X sur Zp est un isomorphisme de
schémas X — 0. X = X ®z,.0 Zp sur Zp, ou o est le Frobenius.
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Soit X" le groupe p-divisible rigide universel sur Mo. Sin > 1, on définit
M" — Xun[pn] o Xun[w%)n—l].

C’est un revétement étale galoisien de My de groupe de Galois 03,/(1 4 p™Op). Une fois
encore, son quotient par I'action de p‘Z descend a Q, pour tout ¢ > 0. Pour ¢ = 1, cela
fournit un modéle %,, de pZ\M,, sur Q,. Il est muni d’actions & gauche de G et & droite de
D*, qui commutent.

1.3.2. Quelques rappels sur les espaces Stein. — Nous renvoyons le lecteur a 79,
80, 95, 121| pour les preuves des résultats énoncés dans ce paragraphe.

Soit K un corps de caractéristique 0, complet pour une valuation discréte, et soit X un
espace rigide Stein sur K. Rappelons que cela veut dire que X admet un recouvrement
croissant admissible (X,,),>0 par des ouverts affinoides tels que O(X,+1) — O(X,,) soit
d’image dense pour tout n. Dans ce cas, la fleche naturelle O(X) — lim O(X,,) est un
isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques, ce qui fait que O(X) est naturellement un
K-espace de Fréchet (c’est en fait une algébre de Fréchet-Stein au sens de Schneider et
Teitelbaum [125]). Le théoréme de Kiehl [95] montre que les faisceaux cohérents sur X
n’ont pas de cohomologie en dégré > 0.

Supposons en outre que X est lisse. D’apreés le théoréme de Kiehl mentionné ci-dessus, la
cohomologie de de Rham de X se calcule comme la cohomologie du complexe des sections
globales du complexe de de Rham de X. De plus, les différentielles d% : QF(X) — QF+1(X)
sont des morphismes stricts d’image fermée. En particulier, les groupes de cohomologie de
de Rham de X sont des espaces de Fréchet (voir [79, cor.3.2] pour tout ceci). Si d = dim X,
alors H*(X, F) = 0 pour tout fibré F sur X et tout k < d. On définit alors Hclfgi (X) comme
le k-éme groupe de cohomologie du complexe

s HY(X,QF) —» HY(X, QM) — .

La dualité de Serre pour les variétés Stein [30] montre que ce complexe est dual du com-
plexe des sections globales du complexe de de Rham de X, tordu par Q%(X). Cela permet
de montrer [80, th. 4.11] que si X est pure de dimension d, alors pour tout k£ on a des
isomorphismes canoniques

Hip(X) = Hig F(X)* et Hig o (X) = Hig " (X)",

les duaux étant topologiques (comme toujours dans cet article). La preuve de |79, cor.3.2]
montre que pour tout k l’espace vectoriel topologique H(’fR(X ) est isomorphe a la limite
inverse d’une suite (V},),, d’espaces de dimension finie sur K. En particulier H (’fR(X ) est
un Fréchet réflexif et son dual topologique Hgﬁ;k (X) est la limite inductive des V,*. On
en déduit que HY; (X) est aussi le dual algébrique de Hgg:ck (X). Puisque € est un espace
Stein %) il en est de méme de ¥y et puisque ¥, est un revétement étale fini de ¥, on
obtient la

Proposition 1.3.1. — Pour tout n > 0, l’espace rigide X, est un espace Stein.

Notons 7, la composée du morphisme ¥, — ¥ et de la rétraction de ¥ sur I’arbre de
Bruhat-Tits, dont on fixe I'origine en le réseau standard et B; la boule centrée en l'origine

de rayon i dans l'arbre. Alors la famille des U; = 7, !

1(B;) (n est sous-entendu dans la

notation) forme un recouvrement de Stein de X,. De plus, U; est stable par laction de
G; =1+ p'Ms(Z,) pour tout i > 1.

24. Voir la discussion suivant la proposition 1.3.1 pour une explication de ce fait standard.
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1.3.3. Le caractére localement analytique de O(X,)*. — Soit n > 0 et k € Z. On
note O(k)(X,) l'espace des fonctions rigides analytiques sur ¥,,, muni de I'action de G
1

— c g—(ab
9~f—m'(g-f)7 St g = (‘éd) €ed
ot g.f (dans le terme a droite) est Paction naturelle de g € G sur O(%,,) déduite de Paction
de G sur X,,. On a utilisé la structure naturelle de O(2)-module de O(%,,) pour donner un
sens & la multiplication par m € 0(92). Comme %, est Stein, O(k)(Z,,) est 'espace des
sections globales d’un fibré G-équivariant sur %,,, noté O(k).

Notons qu’en tout niveau le faisceau O(2) ® det est simplement le faisceau des différen-
tielles Q! : on le voit facilement en niveau 0 et en niveau plus grand le faisceau Q! est
simplement le tiré en arriére du faisceau ' en niveau 0, puisque le revétement est étale.

Théoréeme 1.3.2. — L’action de G sur O(k)(X,)* est localement analytique, pour tout
k € Z. De maniére équivalente, O(k)(X,,) est un D(G)-module séparément continu pour
tout k. En particulier, H}g (X)) est un D(G)-module séparément continu.

Démonstration. — 11 suffit de démontrer que O(X,) est un D(G)-module séparément
continu, le reste s’en déduit facilement.
Soit g1, ..., g4 une famille génératrice minimale de Go = 1 + pQMg(Zp). Notons pour
a=(ag,..,aq) € N*
b = (g1 — 1)*...(94 — 1)** € Z,[G3].

Les éléments de D(Gz) (Palgébre de distributions sur G & valeurs dans L) s’écrivent de

maniére unique
A=Y anb”
aeN4

avec aq € L et limy_, oo vp(a) + 7|ar| = 0o pour tout r > 0, ol |a| = aq + ... + a4. On veut
mountrer que a,b*f tend vers 0 dans O(X,,) pour toute telle suite (aq)q et tout f € O(%,).
Considérons le recouvrement de Stein (U;);>o de X, introduit aprés la proposition 1.3.1,
chaque U; étant stable sous 'action de G;. Comme O(X%,,) = lim, O(U;), il suffit de démontrer
que pour chaque i fixé a,b®f tend vers 0 dans O(U;) pour tout f € O(X,) (noter que
b*f € O(%,) C O(U;) pour tout o). Comme

D(G) = € D(Gi)éy,
g€Gi\G2
et G;\ G est fini on se rameéne (en travaillant séparément avec chaque d, f = g¢.f) & démontrer
que O(U;) est un D(G;)-module topologique (ce qui a un sens, puisque G; agit sur U;).
Soit b I’analogue de b pour G; (i.e. by = (g;1 — 1)**...(gia — 1)**, ol g; ; forment une
famille génératrice minimale de G;) et soit Dy (G;) le complété de D(G;) pour

_lel
[|A:= Zaab?Hh =suplaqlp *".
«
[e3

Nous allons montrer que 'on peut trouver h tel que l'action de G; sur O(U;) s’étende en
une structure de Dy, (G;)-module topologique, ce qui suffira pour conclure.

Soit g = Lie(G;) et soit X1, ..., X, une base de g. On note X = X{*..X7* € U(g). D’aprés
un résultat de Frommer [76, 1.4, lemma 3, corollaries 1, 2, 3], Dy (G;) est un module libre
de type fini (a gauche et a droite) sur 'adhérence Uy (g) de U(g) dans Dy, (G;), et a une base
formée d’éléments de Z,[G;]. De plus, les éléments de Uy (g) s’écrivent de maniére unique
A=Y, aa X%, avec v,(as) — cplal — oo, ott ¢, > p"~1 ne dépend que de h.

Lemme 1.3.8. — L’action de G; sur O(U;) est différentiable : pour tout X € g et f €
O(U;) la limite

p"X £ _
X.f= lim #

n—oo p
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existe dans O(U;). Cela munit O(U;) d’une structure de g-module, et f — X.f sont des
endomorphismes continus du L-Banach O(U;) (muni de la norme spectrale).

Démonstration. — Le morphisme étale fini 3,, — ¥y induit un morphisme étale fini G;-
équivariant m : U; — Up 4, ou Uy ; est 'analogue de U; en niveau 0. Le lemme précédent se
vérifie sans aucun mal sur O(Uy ), qui est donc muni d’une structure de g-module. Notons
Oz la dérivation continue de O(Uy ;) attachée a X € g. Comme 7 : U; — Up; est fini étale,
cette dérivation s’étend de maniére unique en une dérivation continue de O(U;), que nous
notons encore Jx. Nous allons montrer que pour tout f € O(U;)

p"X f_
< .Z f = affa
p

lim

n— oo
le lemme s’en déduisant sans mal. Notons ¢, = €' X € Gy, fn = gn.f € O(U;), et soit
P=X%+a41X% + ... + ag le polyndome minimal de f sur O(Up ;). Comme g,,.P(f,) =
gn-(P(f)) = 0, on obtient

P(fa) = P(f) + (gn-P = P)(fn) =0
gn.-P—P _

On divise cette relation par p™ et on fait n — oo, en utilisant le fait que lim,, o
Ox(P) puisque les a; sont dans O(Up ;) et lim,,—,o fr, = f (cela découle de la continuité de
Paction de G, qui se déduit grace au théoréme d’Elkik - voir [134, lemma 2.5] - de I’énoncé

analogue en niveau 0 et du fait que X,, — ¥( est un revétement fini étale). Comme de plus

lim P(fn)*P(f) - p

) #0,
n—oo fn—1f ( ) #
on en déduit que lim,, £ Z):f existe et

P'(f) lim Ju— ] + 0x(P)f =0.

n—oo  pT

Mais en appliquant O a la relation P(f) = 0 on obtient aussi

P'(£)0x(f) + 0x(P)(f) = 0.

En comparant les deux formules et en utilisant le fait que P’(f) # 0 (puisque le revétement
est étale), le résultat s’en déduit. O

Revenons a la preuve du théoréme 1.3.2. on dispose de quatre connexions continues Ox;
sur le Banach O(U;). Elles sont toutes C-lipschitziennes pour un certain C' > 0. Ainsi, la
norme de 'opérateur continu X% sur O(U;) (déduit de la structure de U(g)-module donnée
par le lemme) est majorée par C® pour tout o € N*. Donc, si p"/? > C, alors > aX®
converge faiblement dans O(U;), ce qui permet de conclure que pour h assez grand Dy, (G;)
agit continument sur O(U;). Cela permet de conclure. O

Remarque 1.3.4. — Le méme argument s’applique aux revétements du demi-espace de
Drinfeld en toute dimension, en utilisant [126], Prop. 1.

1.3.4. Numérologie et lissité de H§R7C(Zn). — Rappelons que 'on utilise la base
at=(58), a”=(39), u"=(35). uw =(99).

de g = Lie(G). Soit z « la» coordonnée sur 2. La trivialisation Q*(%,) = O(%,,)dz induit
une application

d d
T 0() = O(Sy), df = d—idz Ve O(Sh).

L’énoncé peu appétissant suivant sera utilisé trés souvent dans la suite.
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Lemme 1.3.5. — Soit 0 : O(%,,) — O(%,,) Vopérateur ®® de multiplication par z. On a
les formules suivantes pour l’action de l’algébre de Lie :
a) Sur O(k)(2,)

at=uto+1—k a =-0u", u =-0%uT+ k0.

b) Sur O(k)(X,)*

at=0ut+k—-1, a =—-utd, u =—-kd—utd%
c) Sur QL(%,)*
at =out, o =-out, uw =-0%"t.
De plus, on a Out™ —utd =1 sur tous ces espaces, et ut = —=L sur O(Z,,).
Démonstration. — L’égalité dut — u™d = 1 est immédiate, car u™ est une connexion telle

que ut(2) = —1. Le b) découle directement de a) (ne pas oublier que (XI,v) = —(I, Xv),
si X €gly, 1 € OK)(Z,)" et v € OK)E,)). Le ¢) découle de b), du fait que Q1 (3,)* ~
O(2)(X,)* @ det ™" et de D'égalite 20 + utd? = 9%u* (appliquer deux fois Iidentité dut —
utd =1).

11 reste donc & démontrer le a), et il suffit de le faire pour £ = 0. Si n = 0, il s’agit d’un
exercice amusant (26) laissé au lecteur. Dans le cas général, on utilise le fait que 3, est un
revétement étale de Xg. Toutes les égalités ci-dessus sont des égalités entre des dérivations
continues sur O(X,), qui sont valides sur O(Xp) ; elles sont donc valables sur O(3,,) tout

d

entier. L’égalité u™ = —= sur O(X,,) se démontre de la méme maniére. O

Une conséquence facile du lemme précédent est la proposition suivante. Nous remercions
Pierre Colmez pour I'argument simple et élégant ci-dessous.

Proposition 1.3.6. — La G-représentation Hip (Xn) est lisse.

Démonstration. — Puisque vt = —4 sur O(%,) et que Hig (3,) est le dual de

QL(2,)/d(O(S,)), on voit qu'il suffit de montrer la lissité de (Q(2,)*)* =0, Mais Q(%,)*
est une G-représentation localement analytique (théoréme 1.3.2) et le point ¢) du lemme
précédent montre que tout élément de Q'(3,)* tué par u™ est en fait tué par gly, et donc
il est lisse. Cela permet de conclure. O

Remarque 1.3.7. — Comme nous l’a fait remarquer le rapporteur, si un groupe de Lie
p-adique G agit de maniére localement analytique sur une courbe analytique lisse Stein X,
alors H §R7C(X ) est un G-module lisse. Le point crucial est I'identité

(X.f)dg = (X.9)df

valable pour des fonctions analytiques f,g sur X et pour X € Lie(G). Elle se démontre
en calculant les deux cotés explicitement en termes d’une coordonnée locale z (les deux
termes valent alors %%(%.z)dz, comme le montre un calcul direct). Cela permet d’obtenir
I'identité

X.(fdg) = d(f - (X.9)),
qui montre que X.Q'(X) C dO(X) et permet de conclure.

25. Le lecteur trouvera certainement étrange d’appeler cet opérateur 9. Nous verrons plus loin qu’il est

relié & une connexion 9 sur les (¢, I')-modules.
26. ou pas... Se rappeler que l'action de G sur O(Q2) est donnée par

()0 -1(7=)
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1.4. Uniformisation p-adique et cohomologie de de Rham

On fixe dans la suite un entier n tel que p = JL(7) se factorise par D*/(1+p™"Op). Le but
de cette section est de démontrer le théoréme suivant. Sa démonstration devrait s’adapter
assez facilement a d’autres situations.

Théoréme 1.4.1. — On a

\%

dimy, Homg(Hle)C(Zn)” ,T) = 2.

De maniére équivalente,
dimy, Homg (7%, Hig (2,)") = 2.

La preuve de ce résultat se fait par voie globale : elle utilise le théoréme d’uniformisation de
Cerednik-Drinfeld des courbes de Shimura par les revétements de Drinfeld et est directement
inspirée du calcul de la cohomologie ¢-adique de certains espaces de Rapoport-Zink par Harris
[83] et Fargues [61]. Nous allons voir plus loin que 'on a en fait un isomorphisme (27)

Hle(Zn)p ~a" @t

mais cela demande plus de travail : ’argument global utilisé permet de démontrer facilement
quil n’y a pas d’autre représentation de la série discréte (ainsi que beaucoup de séries
principales) parmi les sous-quotients de H, éRﬁc(En)”v, mais il ne semble pas facile d’exclure
la présence de n’importe quelle série principale avec ce genre d’argument (dans le cas ¢-
adique, ce genre de difficulté est contourné en utilisant ’isomorphisme de Faltings-Fargues
[60, 67]; cela semble plus délicat dans notre situation, mais c’est effectivement ce qui est
fait dans [?], ou le résultat est démontré avec GL2(Q,) remplacé par GLo(F'), avec F une
extension finie quelconque de Q).

Remarque 1.4.2. — a) La cohomologie de de Rham de §2 vue comme représentation de
G (méme en dimension quelconque) a été calculée par Schneider et Stuhler, de Shalit, Orlik,
par des méthodes diverses et variées, cf. [121, 138, 112]. Leur preuve ne s’adapte pas en
niveau supérieur, mais a la vertu de ne pas faire appel & la théorie automorphe.

b) Pour le revétement de la tour de Drinfeld de niveau 1 + wpOp, le calcul de la co-
homologie de de Rham est nettement plus simple grace a l'existence d’un modéle formel
explicite [144] (voir [103] pour les détails). En particulier, pour ce revétement le théo-
réme précédent admet une preuve purement locale, qui fournit d’ailleurs un isomorphisme
Hig(3,)P ~ 7" & 7"

1.4.1. Formes modulaires quaternioniques classiques et p-adiques. — Soit B une
algébre de quaternions sur Q, non ramifiée en p et ramifiée a I'infini. On regarde B* comme
un groupe algébrique sur Q (donc B*(R) = (R ®q B)* pour toute Q-algébre R). On fixe
une identification B*(Q,,) ~ G, ainsi qu'un sous-groupe ouvert compact K? de B*(A’;). On
suppose que K? = [[,, K¢, oit K, est un sous-groupe ouvert compact de B*(Q), et on
suppose qu’il existe au moins un premier ¢, tel que Ky, soit sans torsion.

Définition 1.4.3. — On note
X = X(KP?) = B*(Q)\B*(A;)/K"
et, si K, est un sous-groupe ouvert compact de GG, on note

X(Kp) = X/K, = B (Q)\B"(A)/K"K).

27. On en construira en fait un raisonnablement canonique.
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L’espace X est la limite projective des ensembles finis X (K}). Il est muni d’une action
naturelle (& droite) de G. L’espace C°(X) est I'espace des formes automorphes p-adiques
pour le groupe B*. On va voir tout de suite que c’est un espace vectoriel topologique tout
a fait raisonnable. Le résultat suivant est standard et nous laissons sa preuve au lecteur.

Lemme 1.4.4. — L’ensemble B*(Q)\B*(A’})/Kp est fini. Ecrivons

T
B*(AD)/K? = [[ B*(Qu:,
i=1
et notons T; le stabilisateur de y; dans B*(Q), vu comme un sous-groupe de G ~ B*(Q,).
Alors T'; est discret cocompact dans G et on a un isomorphisme de G-modules topologiques

X = ]:[I‘Z-\G.
=1

En particulier X est une variété analytique p-adique compacte et l'action de G y est
localement analytique.

Venons-en maintenant au lien avec les formes automorphes classiques (’argument est tout
a fait similaire a celui de [143, § 1]). Rappelons que Alg(G) désigne 'ensemble des (classes
d’isomorphisme de) L-représentations algébriques irréductibles de G. Fixons W € Alg(G)
et notons Ag, (W) Pespace des fonctions continues f : X — W telles que f(zk) = k™. f(z)
pour tous © € X et k € K, (on peut y penser comme ’espace des formes automorphes
p-adiques de poids W et de niveau KPK,).

Lemme 1.4.5. — Il existe un isomorphisme canonique
Hompg, (W*,C%(X)) ~ Ag, (W).
Démonstration. — On a des isomorphismes canoniques
Homy, (W*,C%(X)) = (W*)* @ C°(X))*r ~ (W @, C°(X))"r ~ (X, W)Kr.

En suivant les actions de K, on voit que le dernier espace est précisément Ag, (W), ce
qui permet de conclure (notons que l'inverse de cet isomorphisme envoie simplement f €
Ag,(W) sur ¢ € Hompg, (W*,C%(X)) défini par ¢5(1)(x) = I(f(x))sil € W*etz € X). O

Fixons une fois pour toutes un isomorphisme ¢ : Q, ~ C, ce qui induit un plongement
L — C (en se rappelant que I'on a fixé un plongement de L dans Q,). Alors Wy, = W ®,, C
devient, via I'isomorphisme ¢, une C-représentation de B*(C), et donc de B*(R) aussi.

On note Aut(K?K,,) I'espace des fonctions lisses a valeurs complexes sur B*\ B*(A)/K,K?
(ce sont les formes automorphes classiques de B*(A), de niveau KPK,,). Cet espace admet
une action naturelle de B*(R), via I’action a droite de ce groupe sur B*\B*(A)/K,KP".

Lemme 1.4.6. — On a un isomorphisme canonique
Ak, (W) ®L, C ~ Hompg. gy (W, Aut(KPKp)).

Démonstration. — Nous allons nous contenter de décrire la fleche en question. Si f €
A, (W), on I'envoie sur ¢; € Hom g (g) (W3, Aut(KPK),)) défini par

or(1)(9) =g (gp-F(9™) @ 1)),

si g = (gg)g = goo - 9°° € B*(A) et | € WZ. Un exercice standard montre que f ~— ¢ est
un isomorphisme. O

La discussion précédente entraine alors directement le résultat suivant (il suffit de rem-
placer W par W* dans ce qui précéde).
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Lemme 1.4.7. — Soit W € Alg(G) et v: Q, ~ C. On a un isomorphisme canonique
Hom., (W,C%(X)) @L., C ~ P W]prm’

la somme directe portant sur les représentations automorphes m = o @ 7y de B*(A) telles
que Too = Wy, Ainsi,

CO(X)Kp—alg ®L,L C~ @ @ Woo & 7T]Ic<p.
WeAIg(G) Too=Weo

Rappelons que si B est une algébre de quaternions sur Q, dont on note S(B) ’ensemble
(fini) des places de ramification, la correspondance de Jacquet-Langlands globale met en
bijection naturelle 7 — 7’ les représentations automorphes (de dimension infinie) sur B*(A)
et les représentations automorphes sur GLy(A) telles que 7/, est dans la série discréte pour
toute place v € S(B).

1.4.2. La m-partie de la cohomologie de de Rham a supports de %,,. — Soit B
une algébre de quaternions sur Q, déployée a l'infini et de discriminant pf, ou ¢ est un
nombre premier différent de p fixé (28). Fixons un isomorphisme B ®q Qp >~ D, ainsi qu’un
sous-groupe compact ouvert K = K, . K? de B*(Ay), avec K, = 14+ p"Op. A ces données
correspond une courbe de Shimura Shg sur Q, classifiant des surfaces abéliennes avec action
de Op et structure de niveau K. Les C-points de cette courbe sont donnés par

Shi(C) = B*(Q\((C\ R) x B*(Ay)/K),

ot B*(Q) agit sur C\ R via le plongement B*(Q) — B*(R) ~ GL2(R) et action naturelle
de ce dernier groupe sur X.

Nous allons voir dans la suite Shx comme une courbe sur Q,, i.e. nous allons écrire
Shg au lieu de Shg ®q Q. Le théoréme d’uniformisation s’énonce alors ainsi (29) (pour une
démonstration, cf. [18, Theorem 3.1]).

Théoréeme 1.4.8 (Cerednik-Drinfeld). — Si K? est suffisamment petit, il existe un
isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur Qp, compatible avec les données de descente
a la Weil

B*(Q)\ (M, x B*(A})/K?) ~ (Shk ®q, Q,)™,
ou B désigne l’algebre de quaternions sur Q isomorphe & B hors de {p, oo}, non ramifiée
en p et ramifiée en co.

On se place maintenant dans le cadre de la partie 1.4.1, et on utilise les notations du
lemme 1.4.4 (avec un sous-groupe K? C B*(A’;) suffisamment petit). Le choix des y; induit
un isomorphisme

[ITAM, = B*(Q)\ (M, x B*(A%)/K”),
i=1

Soit N tel que pV € T'; pour tout i, soit /\>ln,N = pNZ\Mn et soit X, y la descente a Q, de
pv Z\Mn, via la donnée de descente a la Weil. La suite exacte de Hochschild-Serre [121, par.
5] pour le revétement galoisien Mn N — Fl\/\hn ~ et la compatibilité de I'isomorphisme de
Cerednik-Drinfeld avec la donnée de descente & la Weil fournissent une suite spectrale

.
EP? =[] HP(Ti, Hig(Sn.n)) = HYE?(Shi).
=1

28. Ceci simplement pour fixer les idées et appliquer tels quels les résultats du paragraphe 1.5.1.
29. Rappelons que My, est I’espace de Rapoport-Zink de niveau 1+p™Op attaché & un O p-module formel
spécial sur Fp, cf. 'introduction.
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Puisque HAR (X, n) est le dual algébrique de ng_{kc(En ~N ), la suite spectrale précédente se
réécrit
ks
EDT = HExt’lii (H3R%(Sn.n), 1) = HYL(Shi).

i=1
Le groupe I'; étant discret et les G-représentations H, jg,‘g(zn’ ~) étant lisses (cela est trivial
si ¢ = 0 ou ¢ = 2, et découle de la proposition 1.3.6 si ¢ = 1), la réciprocité de Frobenius
(lisse) permet d’écrire

[T Ext? (H3R%(Snn), 1) = [ [ Bxth (Hag(Sn,n), Indf 1).
i=1 1=1

Enfin, en remarquant que par définition

ﬁlndﬁl = LC(X(KP)),

i=1
on obtient une suite spectrale
EDI(K?) = Ext?,(H3p " (Sn,n), LO(X (KP))) = HE{(Shk).

On vérifie que cette suite spectrale ne dépend pas du choix des représentants y; [61, prop.
4.3.11]. Le groupe D* agit sur les groupes EY?(KP?) ainsi que sur 'aboutissement de la suite
spectrale, puisque le sous-groupe 1 4 p”Op est distingué dans D*, et la suite spectrale est
D*-équivariante (cela se vérifie comme dans [61, lemme 4.3.13-4.3.14]).

Regardons maintenant la composante p-isotypique de la suite spectrale obtenue. Notons
que H§R7C(En’N)pv = H(’fRC(En)pv puisque le caractére central de p est trivial. Comme p
n’est pas de dimension 1, HZ;R,C(Z”’N)"V est nul sauf pour k = 1 (en effet, D* agit par la
norme réduite sur I’ensemble des composantes connexes géométriques de X, : cela se déduit
des résultats de Strauch [141] pour la tour de Lubin-Tate et de 'isomorphisme de Faltings-
Fargues [60, 67], méme s’il est probable qu'un argument plus simple existe...). La (p-partie
de la) suite spectrale dégénére donc trivialement et donne un isomorphisme

(5) Home (Hjg o(n)?, LC(X (KP))) ~ Hig (Shk)”

G

compatible au changement de niveau KP, ce qui fournit un isomorphisme B*(A’})—
équivariant

(6) lim Home (Hig o(£n)” , LO(X (K7))) = lim Hg (Shx)”.
K? K?

Du théoréme 1.5.5, on déduit ®9) en particulier I'existence d’une forme modulaire quater-

nionique f de poids 2 pour le groupe B*, telle que si 7(f) est la représentation automorphe

de B*(A), 7(f), = 7. Rappelons que B*(A}) ~ B*(A?) et que l'on peut donc voir 7(f)?

alternativement comme une représentation de I'un ou 'autre groupe. On a alors d’une part

(en utilisant le lemme 1.4.7 pour W triviale)

lim LO(X (K))[x(f)?) ~ =
Kp
et (en utilisant des théorémes de comparaison standard)

lim H g (Shr)?[7(f)"] ~ E,
KP

30. Notons que pour le calcul de la cohomologie de de Rham, on a besoin d’un énoncé bien plus faible que
le théoréme 1.5.5, puisqu’on n’a besoin d’aucune condition sur la représentation résiduelle. Comme 7 est
supercuspidale, il suffirait, pour p > 2, de choisir pour f une forme donnée par I'induite automorphe d’un
caractére de Hecke d’un corps quadratique imaginaire.
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ou E est de dimension 2. La composante 7(f)P-isotypique de 1’égalité (6) s’écrit donc
Homg (Hig o(5,)7 ,7) = E.

On en déduit le théoréme 1.4.1.

1.5. Construction d’un morphisme G-équivariant

L’objectif de cette section est la preuve du théoréme suivant :

Théoréme 1.5.1. — Il existe II € V(w) et un morphisme G-équivariant continu non nul
P (Han/Hlisse)* N O(Zn)p

Nous verrons plus tard que le terme de gauche ne dépend pas du choix de II € V(r),
que ¢ est automatiquement un isomorphisme et qu’il est unique a scalaire prés, mais cela
cotitera nettement plus cher. Tout comme le calcul de la cohomologie de de Rham dans le
paragraphe précédent, I'argument repose sur le théoréme d’uniformisation p-adique et un
ingrédient global, mais contrairement au chapitre précédent (qui s’applique tel quel a toute
extension finie de Q,), le résultat de compatibilité local-global 1.5.4, d & Emerton, est pour
I'instant connu uniquement pour G.

1.5.1. Compatibilité local-global (d’aprés Emerton). — Nous rappelons dans ce pa-
ragraphe un résultat de compatibilité local-global pour I'algébre de quaternions B. Comme
celle-ci est déployée en p, il suffit de copier 'argument d’Emerton [57]. Aucune idée nouvelle
n’est donc requise. Cependant, comme les arguments n’ont jamais été écrits stricto sensu
pour ces algébres de quaternions, et comme ce contexte permet pas mal de simplifications,
nous avons choisi de les rédiger, pour la commodité du lecteur, dans un appendice.

Nous allons nous placer encore une fois dans le contexte de la section 1.4.1 et utili-
ser les notations introduites dans cette section. On fixe un ensemble fini ¥ = X(K?) de
nombres premiers contenant p et les places ou K? = [],, K, est ramifié. Si £ ¢ X, on
note H(K,\B(Q¢)*/ Ky, Or) lalgébre de Hecke sphérique correspondante. Cette algébre est
isomorphe a O[Ty, Slftl] (T, resp. Sp étant la fonction caractéristique de Ky (§9) Ky (resp.
Ky (§9) Ky)) et agit par des opérateurs continus sur C°(X (K,), M) et C°(X, M) pour tout
Or-module topologique M et tout sous-groupe ouvert compact K, de G. On note

Ty = Qs H(KN\B(Qe)* /K, Or)

et, si K, est un sous-groupe ouvert compact de B*(Q,), on note ’i‘g(Kp) Iimage de Tyx
dans Endp, (C°(X(K,),OL)). Enfin,

TE = @ TE(Kp)
KP

désigne 1'adhérence faible de I'image de Ty, dans End$"*(C°(X, Op)). L'algébre Tx(K,) est

une Op-algébre commutative, libre de type fini comme Op-module. L’algébre Ty, est une

Op-algébre compacte, réduite, commutative (tous ces résultats sont standard).

Définition 1.5.2. — a) Soit ¢ : Ty, — R un morphisme continu d’anneaux topologiques.
Une représentation continue r : Gq,5; — GL2(R) est associée & ¢ si

det(X — r(Froby)) = X2 — ¢(Ty) X + £6(Se) € R[X], VL ¢ X.

b) Une représentation continue 7 : Gq . — GLa(kr) est dite modulaire (de niveau modéré
KP) si elle est associée a la projection canonique Ty, — Ty /m pour un idéal maximal m de
Ty, de corps résiduel ky.
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Fixons désormais une représentation modulaire 7 : Gqx — GLa(kr) (de niveau modéré
KP) et notons m l'idéal maximal correspondant de Ty. On fait ’hypothése suivante, qui
simplifie considérablement les arguments :

Hypothése. La représentation F|gQ est absolument irréductible.
p

Définition 1.5.3. — On note A le complété m-adique de Ts,. C’est une Op-algébre plate,
locale, noethérienne, réduite de corps résiduel kp, facteur direct de Tyx. Si M est un Tyx-
module, on note M,, = A Q. M. Ainsi, M,, est facteur direct de M.

Comme ’hypothése ci-dessus implique en particulier que 7 est irréductible, il existe,
d’aprés un théoréme de Carayol [28, th. 3], pour tout K, suffisamment petit une unique
représentation continue

r™(Kp) : Gq,x — GL?(TE(Kp)m)

associée au morphisme canonique T's; — Tg(Kp)m. La représentation
= @Tm(Kp)

est alors associée au morphisme canonique Ty, — A et 7™ = T.

Notons MaxSpec(A[1/p]) Pensemble des idéaux maximaux de A[1/p]. Puisque A[1/p] est
un anneau de Jacobson, pour tout p € MaxSpec(A[l/p]) le corps résiduel k(p) de p est
une extension finie de L et I'image du morphisme canonique A — k(p) est contenue dans
lanneau des entiers de k(p). Soit r(p) : Gq,x — GLa(k(p)) la spécialisation de r™ via
A[1/p] — k(p), et soit II(p) la représentation de Banach unitaire de G attachée a r(p)|gq,
via la correspondance de Langlands locale p-adique pour G. Le résultat de compatibilité
local-global dont nous aurons besoin est alors (1)

Théoréme 1.5.4. — Pour tout idéal mazimal p de A[l/p], on a un isomorphisme de
représentations de G :

pour un certain entier r > 0.
Démonstration. — Voir 'appendice. O

Le théoréme suivant, dont la preuve est aussi adaptée d’un argument d’Emerton [57], nous
permettra d’appliquer la théorie globale dans notre situation. Le lecteur pourra trouver plus
de détails dans la preuve du théoréme 5.1 de [23].

Théoréme 1.5.5. — Il existe une forme modulaire quaternionique f de poids 2 pour le
groupe B*, telle que si w(f) est la représentation automorphe correspondante de B*(A),
m(f)p =T ®@&odet, ot & est un caractére non ramifié, et telle que Ty : Gg — GLa(F)) soit
absolument irréductible en restriction a ng'

Démonstration. — Soit o un GL2(Z,)-type minimal de 7. Choisissons un réseau GLy(Z))-
stable o dans o, et notons o5 = 0¢g @@, kr. Fixons un poids de Serre W € socGLQ(Zp)(cTO).

Lemme 1.5.6. — 1l existe une forme modulaire quaternionique g pour B* telle que si
r:Gq — GLa(L) est la représentation galoisienne associée & g, alors :

a) La restriction Ty, 1= T|gq = de la réduction (modulop) T : Gq — GLa (F,) est absolument
wrréductible, et

b) Si T est la représentation lisse de G correspondant & T, par la correspondance de
Langlands locale modulo p, alors W € socgL,(z,)(T)-

31. Nous rappelons qu’il est entiérement di & Emerton.
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Démonstration. — On peut supposer W = SymrFZ pour un certain 0 < r < p—1. La
description explicite de la correspondance de Langlands locale modulo p montre qu’il suffit
d’imposer que T, = Indgz2 w;H, A twist par un caractére non ramifié prés. Donc il suffit de
trouver 7 modulaire telle que 7, soit cette induite. Soit F' un corps quadratique imaginaire
avec p et £ inertes dans F'. Soit x un caractére de Hecke x de F' tel que 7, = Wt Yoo (2) =
271 et xy choisi de sorte que I'induite automorphe locale (pour le groupe GLy) Ind% Xe
soit supercuspidale. La théorie de Hecke dit alors que I'induite automorphe globale de x est
la représentation automorphe associée a une forme modulaire de poids 2, qui se transfére
(grace a la correspondance de Jacquet-Langlands globale) en une forme quaternionique pour

notre algébre de quaternions B. Cette forme satisfait aux conditions imposées. O

Soit g une forme comme dans le lemme précédent, choisissons un ensemble ¥ suffisamment
grand et notons m I’idéal de Dalgebre de Hecke T's; correspondant & 7. Soit p 'idéal maximal
de A[1/p] associé a r. Le théoréme 1.5.4 ®?) fournit un plongement I(p) — CO(X(KP))[p],
et donc en réduisant mod p, on en déduit que 7 = II(p) se plonge dans CO(X (KP?), kz)[m].
En particulier,

Homg, z,)(W,C(X(KP), kL)m) # 0,
De plus, le foncteur Homgy,(z,) (-, C* (X (K?), Op/7} )m) est exact pour tout n > 1 (lemme
1.13.1 dans I'appendice). On en déduit dans un premier temps (en prenant n = 1) que

Homgr, (z,) (50, C* (X (KP), k)m) # 0
puis, par récurrence sur n et en passant a la limite projective que

Homgy,(z,)(00,C° (X (K?), Op)m) # 0.
Ensuite, comme o est lisse, on a
Homgy, (z,)(00, C* (X (K7), Or)m)[1/p] = Homgr, (z,) (00, LC(X (K?), Or)w)[1/p]
et ce L-espace vectoriel est de dimension finie. Il existe donc un idéal maximal p; de
(Ts)m[1/p] tel que
Homgr, (z,) (00, LC(X(K?),OL)ulp1]) # 0.
L’idéal py correspond a une forme modulaire f pour B* et la non annulation obtenue nous dit

donc que o se plonge dans 7(f), (utiliser le lemme 1.4.7) et donc [85] que 7(f), ~ T®@&odet,
avec § un caractére non ramifié. La propriété de ry découle du choix de p;. O

1.5.2. Nouvelle application du théoréme d’uniformisation p-adique. — Le but de
cette partie est d’expliquer la preuve du résultat suivant, qui est une réformulation trés
simple, modulo quelques précautions topologiques, mais bien pratique, du théoréme de
Cerednik-Drinfeld. On écrira Homg au lieu de HomE™ dans la suite. Nous renvoyons le

lecteur aux sections 1.4.1 et 1.4.2 pour les objets apparaissant dans I’énoncé suivant.

Théoréme 1.5.7. — On a un isomorphisme de modules de Hecke
Homg (LA(X (K?))*, Q1 (2,)") ~ Q' (Shg)”.
Démonstration. — Reprenons les notations du lemme 1.4.4. En calculant les sections glo-

bales de Q! des deux cotés de l'isomorphisme de Cerednik-Drinfeld, puis en prenant les
parties p-isotypiques, on obtient un isomorphisme

r

Pl (E,)))" ~ Q' (Shk)”.

i=1
Pour simplifier les formules, nous allons poser

W= ((QZn)")" et X =X(K?)=]]T\G

32. Pour cet argument, I’énoncé plus faible 1.13.5 de 'appendice serait en fait suffisant.
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dans la suite de cette preuve. Le théoréme 1.3.2 montre que W est une représentation
localement analytique de G sur un espace de type compact. Puisque LA(X) et W sont
réflexifs, le théoréme 1.5.7 est une conséquence du résultat suivant, qui est une application
simple de la réciprocité de Frobenius, modulo quelques problémes topologiques.

Lemme 1.5.8. — On a un isomorphisme de modules de Hecke

T

P Q' (8.))")" ~ Home(W, LA(X)).

i=1
Démonstration. — Soit w = (w;)i=1,...r € @i ((Q(X,))?)'. On lui associe ¢, : W —
LA(X), qui envoie £ € W sur la fonction ¢, (¢) : T';g + £(g~'.w;) sur X = [[T;\G. Montrons
tout d’abord que cette définition a un sens : si ¢’ = vg, avec v € I';, 1 < i < r, on a bien

(g wi) = Lg My wi) = g wi),

puisque w; est invariante par I';. Pour voir que ¢, (1) est bien localement analytique, il suffit
de noter que £(g~t.w;) = (g.0)(w;) et d’utiliser le fait que G — QY (M,)*, g + g.0 est
localement analytique (cf. 1.3.2). De plus, ¢, est G-équivariante, puisque

0w (g-0)Tig") = (9.0)((g") " wi) = Lg~ M g") " wi) = £((g'9) ™ wi)
= (bw(f)(l—‘ig/g) = (g.qﬁw(é))(l"ig’).

Il reste a voir que ¢,, est un morphisme continu. Cela revient évidemment & montrer que
W — LA(G), £~ (9.£)(w;)

est continue, pour chaque ¢ = 1,..., 7, ce qui découle du résultat général suivant (en prenant
A=ev,,w=2_):

Lemme 1.5.9. — Soit W une représentation localement analytique d’un groupe de Lie
p-adique G sur un espace de type compact. Fixons A € W*. Le morphisme

F:W = LA(G), w— (g~ AMg.w))
est continu.

Démonstration. — En décomposant G selon les classes a gauche modulo un sous-groupe
ouvert compact de G, on peut supposer que G est compact. Comme W et LA(G) sont des
espaces réflexifs, il suffit de montrer que F* : D(G) — W* est continue. Puisque D(G)
et W sont tous deux des espaces de Fréchet, on peut tester la continuité de F* avec des
suites. Soit (fy,), une suite d’éléments de D(G) convergeant vers 0. Par définition, F™*
envoie p € D(G) sur 'élément w — [, A(g.w)p. Or cette derniére quantité est exactement
AMI(pw)(p)) = M * w) dans les notations de [123]. D’aprés (123, prop. 3.2|, u — p* w est
continue. En particulier, pour chaque w € W, la suite (u, * w), tend vers 0. On conclut
alors avec le trés utile lemme suivant, appliqué a V = W*.

Lemme 1.5.10. — Soit V un espace vectoriel localement convexe sur un corps sphéri-
quement complet. Une suite (vy), de V' converge vers 0 si et seulement si elle converge
faiblement vers 0.

O

Pour conclure la preuve du lemme 1.5.8, il suffit d’exhiber un inverse de ’application
déja construite : cet inverse envoie 1 € Homg(W,LA(X)) sur le r-uplet des éléments de
0Y(3,)? = W* correspondant & £ € W + 9(£)(7;), pour un ; € I'; quelconque. On vérifie
que lisomorphisme construit commute & I’action de 'algébre de Hecke hors p. O

Cela finit la preuve du théoréme 1.5.7. O
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Remarque 1.5.11. — La fleche naturelle déduite de la surjection Q1(3,,)? — Hlz(2,)" :
Home ((2'(3n)"))", LA(X (K?))) = Home (Hig o (Z)" , LC(X(K?)))
s’identifie via les isomorphismes de la proposition 1.5.7 et de (6) a la filtration de Hodge
Q! (Shk)? — Hir(Shg)?.

Pour le voir, on se raméne immédiatement au cas du revétement étale de la variété propre
et lisse Xr = '\ M,,, avec T" discret cocompact dans G, par la variété Stein M, ; dans ce
cas, la filtration de Hodge sur Hiy(Xr) = H' (T, (M,)) est donnée par

Im (H (D, Q' (M,)[1]) = H' (D, (M,,))).

1.5.3. Preuve du théoréme 1.5.1. — On peut maintenant appliquer le théoréme 1.5.5 :
il existe une forme modulaire quaternionique f de poids 2 pour le groupe B*, telle que si
7(f) est la représentation automorphe correspondante de B*(A), 7(f), = 7 ® £ o det, ou &
est un caractére non ramifié, et telle que 7y : Gq — GL2(F,) soit absolument irréductible
en restriction a Gq,. Soit ¥ un ensemble fini de premiers contenant p et suffisamment grand
pour que 7; définisse un idéal maximal m de ’algébre de Hecke Ty, 33) : soit A le complété
m-adique de T et p I'idéal maximal de A[1/p] associé¢ a la forme f.
On a d’aprés le théoréme 1.5.7

Homg (LA(X(K?))[p])*, Q' (2n)”) = Q' (Shx)”[p] # 0,

par la correspondance de Jacquet-Langlands entre représentations automorphes de B*(A) et
B*(A). Le théoréme 1.5.4 permet d’obtenir ainsi l'existence d’un morphisme G-équivariant
continu non nul

dp : (1) — QY(2,)7,
ou IT = T(p) € V(7) (modulo un twist non ramifiée que l'on va ignorer dans la suite). Le
morphisme @ induit, par restriction, un morphisme continu G-équivariant

P : (Han/Hlisse)* N Ql(En)f’.

Montrons que ce morphisme est non nul. S’il était nul, ®q se factoriserait par le quotient
(ITfsse)* de (IT2")*. Comme ®( n’est pas nul et 1'% ~ 7 est irréductible, 7* se plongerait
dans 21(3,,)?, ce qui est absurde puisque u* n’annule aucun élément de Q*(X,,)? (se rappeler
que u™ = —4 sur O(,), cf. lemme 1.3.5). On en déduit que ® est effectivement non nul.

En outre, la composée de ® avec la surjection canonique Q(3,,)? — Hiz(Z,)? est nulle :
en dualisant cette fleche on obtient en effet un morphisme G-équivariant H, jR’C(Zn)”V —
120 /T1%¢ qui est forcément nul car I12" /IT'%¢ n’a pas de vecteurs lisses non nuls (exer-
cice), alors que H, (}R, C(En)pv est lisse (proposition 1.3.6). Par conséquent, ® se factorise par

O(%,)?, ce qui finit la preuve du théoréme 1.5.1.

1.6. (¢,I')-modules sur ’anneau de Robba et équations différentielles p-adiques

Ce chapitre ne contient aucun résultat original et sert uniquement comme référence pour
la suite. Le lecteur pourra consulter [6], [8], [71], [LO6] pour plus de détails concernant
I'équation différentielle p-adique attachée a une représentation de de Rham de Gq,. Nous
nous contenterons d’énoncer les principaux résultats concernant cette construction.

Rappelons que l'on a fixé une suite (Cpn)n>1, OU (pn est une racine primitive de l'unité
d’ordre p", et Cﬁnﬂ = (pn. Soit £10.mn] Panneau des fonctions analytiques (définies sur L)
sur la couronne |(pn — 1| < |T'| < 1, et soit

R = lim &1  L[[T, 77"

33. Pour les notations relatives aux algébres de Hecke, voir le paragraphe 1.5.1.
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l’anneau de Robba. L’anneau R est muni d’actions continues de I' = Gal(Q;’°/Q,) et d’'un
Frobenius ¢, commutant entre elles, en posant

p(T)=(1+T)P =1 et 0o(T)=0+T)" -1, acZj
o g, €T est tel que xcyc(0,) = @ (en d’autres termes 0, () = (% pour tout ¢ € fipe).

Définition 1.6.1. — Un (o, T')-module A sur R est un R-module libre de type fini muni
d’actions semi-linéaires continues de ¢ et I', commutant entre elles et telles que I’application
naturelle R ®,(r) ¢(A) — A soit un isomorphisme.

Soit A un (¢,I')-module sur R. D’aprés un résultat standard de Berger (voir [6, lemme
4.1]), Paction de T sur A se dérive, d’ott une connexion

VA=A V(z):limm.

a—1 a—]_

Par exemple, si A = R est le (p, I')-module trivial, alors
d
V=td, on 9= (1+T)d—T et t=1log(l+7T)eR.

Notons que (t) = pt et Y(t) = Xeye(7)t pour v € T, ce qui fait que si A est un (¢, I')-module
sur R, alors t*A Dest ausssi, pour tout entier k.

Exemple 1.6.2. — a) La théorie de Fontaine [69] combinée au théoréme de surconvergence
de Cherbonnier-Colmez [32] permettent d’attacher a toute L-représentation V' de Gq, un
(p,T')-module (étale) Dyig(V') sur R, de rang dimp, (V). Berger a montré [6] que le foncteur
V' — Dyig(V) est pleinement fidéle.

b) Soit V une L-représentation de de Rham de Gq,. Un théoréme fondamental de Berger
[6] montre I'existence d'un unique sous-(¢, I')-module N,ig(V) C Dyig(V)[1/1] tel que

Nrig(V)[1/1] = Drig(V)[1/t] et V(Niig(V)) C T - Niig(V).

Le (¢,T')-module Nyig (V) devient une équation différentielle p-adique avec structure de Fro-
benius sur R, grace a la connexion 0 = %V. Ce (p,T')-module jouera un role fondamental
(c’est précisément cette construction qui a permis & Berger de démontrer le théoréme de
monodromie p-adique [6]). Contrairement & V' — D, (V), le foncteur V' — Nyg(V) n’est
pas pleinement fidele (34,

Lemme 1.6.8. — Soit P € L[X] un polynéme non nul et soit V une L-représentation
absolument irréductible de dimension 2 de Gq,, non trianguline (au sens de [39]). Alors
P(V) est injectif sur Dyig(V).

Démonstration. — D’aprés [51, prop 2.1] le noyau X de P(V) sur Diig(V') est de dimension
finie sur L. Comme il est stable par ¢, on en déduit que si X # 0, alors ¢ a des vecteurs
propres sur D,z (V') (éventuellement aprés avoir remplacé L par une extension finie). Cela
contredit [39, lemme 3.2]. O

Le résultat suivant est une observation importante de Colmez, qui joue un role clé dans
[41]. Nous nous en servirons aussi dans le chapitre suivant.

Proposition 1.6.4. — Soit V une L-représentation de de Rham, absolument irréductible
de dimension 2 de Gq,. Si V n'est pas trianguline, alors 0 = %V est bijectif sur Nyg (V).

34. On perd la filtration de Hodge ; voir la fin de ce chapitre pour un énoncé plus précis.
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Démonstration. — Soient Nyjg = Nyig(V') et Dyig = Diyig(V), et soit h tel que tthig C Dyig.
Puisque (V — h)(t"z) = "0z et Drvig:h = 0 (lemme 1.6.3), 0 est injectif sur Ny, La
surjectivité est plus subtile, et utilise le théoréme de monodromie p-adique. Plus précisément,
[94, prop. 20.4.2] fournit un accouplement parfait

Niig/O(Niig) ® NIZ° — L

ol Nrig = Nrig(V) est équation différentielle attachée au dual de Cartier V = V*® Xeye de
V. Puisque V n’est pas trianguline, la premiére partie de la preuve montre que Ngg:o =0,
ce qui permet de conclure.

O

Soit A un (@, I')-module sur R. Berger montre [8, th. 1.3.3] que pour tout n assez grand
(dépendant de A) il existe un unique sous £17»l-module Al%™! de A 35) tel que R ®gjo.r]
A%l 5 A soit un isomorphisme et tel que E10,rn41] Rg10,7n] A%l admette une base
contenue dans @(A]O’T"}) (pour Dexistence, il suffit de prendre pour A0l e sous E10mnl-
module de A engendré par une base fixée de A). De plus, Al%"] est stable sous I'action de
T et V, et p(Al%™]) ¢ Al%7n+1] pour tout n assez grand.

Notons L, = L ®q, Qp((pn). On dispose pour tout n > 1 d'une injection I'-
équivariante 39 d’anneaux =" : 07— L [[t]], qui envoie f sur f((pnet/P" — 1).
Si A est un (¢, I')-module sur R, on note (pour n assez grand)

Agif,n = Ly[[t]] ®g10.0m Al AL = hﬂA;f,nv

le morphisme de transition A(‘fif’n — A('ELHH étant donné par u ® z — u ® ¢(z) pour
u € Ly[[t]] C Lo [[t] et z € A% (noter que ¢(2) € AlOTn+1l),

Ainsi, A%, est un Loo[[t] == lim L,[[t]]-module libre de méme rang que A et il est muni
d’une action de I', qui respecte A(‘fif’n pour n assez grand. La dérivée de cette action fournit
une connexion V sur A;if, qui respecte Aji'if’n pour n assez grand, et qui satisfait

d
V(fz) = td—{ 2+ f-Vz, VfeE L[],z €Al
Exemple 1.6.5. — L’exemple suivant sera systématiquement utilisé dans la suite. Soit V'

une L-représentation de de Rham de Gq,. Si n est assez grand, on dispose d’un morphisme
(37)

de localisation
o™ DTV 5 (Bl ©a, V)Her,
qui est I'-équivariant et induit un morphisme injectif
So_n : ‘Diif,n(v) — (B;:IFR ®Qp V)HQP .

Fontaine a montré [71] que ce morphisme induit un isomorphisme canonique de L,[[t]]-
modules avec action semi-linéaire de I'

D (V) = Fil’ (L ((t)) @1 Dar(V)),

ou l'on considére la filtration t-adique sur L,((t)) et la filtration de Hodge sur Dgr(V).
Berger a montré |6, 8] que via cet isomorphisme on peut décrire N$f7n(V) = Nrig(v)jif,n C
D¢ (V)[1/t] par

N;;f,n(v) = Ly[[t]] @ Dar (V).

On peut aussi décrire simplement N,ig(V') & partir de D,ig(V) via

Nyig(V) = {2z € Dyig(V)[1/t]] ¢ "(2) € N;f,n(V) Vn > 0}.

35. Si A = Dyig(V), on notera D19l au lieu de (Drig)]ov%], et ainsi de suite, pour alléger les notations.
36. Comme f converge en (pn — 1, f((pnet/P" — 1) est bien défini en tant quélément de Ly, [[t]].
37. Rappelons que Hq, = Gal(Qp/Qy ).
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De plus, pour n assez grand
NIOTI (V) i= Nygg (VIO = {2 € Dy (V)[1/1]] 07" (2) € N, (V) Vk = n}.
Enfin, on peut reconstruire D,iz(V') & partir de Nyig(V') et de la filtration de Hodge, via
Dyig(V) = {2z € Nug(V)[1/t]] ¢ "(2) € Fil’(L,((t)) ®r Dar(V)) Vn > 0}.
On a une description similaire de D]O’T"](V) pour n assez grand.

Nous aurons aussi besoin d’une description plus précise de Nyig(V'). Supposons que V'
est une représentation potentiellement cristalline (pour simplifier) de Gq,, et prenons une
extension finie galoisienne K de Q, telle que V soit cristalline en tant que représentation
de Gal(Q,/K). Soit K, I'extension maximale non ramifiée de Q,, dans K. Une construc-
tion standard utilisant la théorie du corps des normes de Fontaine-Wintenberger (voir le
chapitre 1 de [8] pour les détails (38)) permet d’associer & I'extension de corps perfectoides
K/ Q¢ une extension finie é¢tale R de 'anneau de Robba R. De plus, Ry est muni
d’un Frobenius ¢ et d’une action de Gal(K*°/Q,), qui sont compatibles avec les actions
correspondantes sur R, et telles que Rial(Kcyc/Qiyyc) =R et R?(al(Kcyc/K) = Kjy. Berger
[8, 106] montre 'existence d’un isomorphisme de comparaison, compatible avec toutes les
structures supplémentaires

RK ®'R Nrig(V) = RK ®KD DCris,K(V)7
ou B B
Deris (V) = (Baris ®q, V)G Qw/K) = D (V) CGal(Qe/ KD,
En prenant les invariants par Gal(K“¥°/Q;Y°), on obtient la description suivante de Nyjg (V)

— Gal(K®¢/QY°)
(7) Niig(V) = (R @1y Dyst (V) 62N QKD .

Cette description montre que Nyig(V') ne dépend que du (¢, Gq,)-module Dy (V'), sans sa
filtration de Hodge 9.

Exemple 1.6.6. — Revenons maintenant & notre contexte usuel et considérons le (¢, Gq, )-
module M (x) attaché a 7 (cf. le dernier paragraphe des notations et conventions). Au vu
de la discussion précédente, la définition suivante n’est pas bien surprenante :

Définition 1.6.7. — Soit K une extension finie galoisienne de Q,,, qui contient L et telle
que l'inertie Irc de Gal(Q,/K) agisse trivialement sur M (7). On pose

e ey Gal (K¢ /QE°)
Niig(m) = (Ric @1, M ()51 @/10) :

ot Ky est I'extension maximale non ramifiée de Q, dans K.

Le (¢,T')-module Nyjg(m) sur R qui s’en déduit est indépendant du choix de K, et il est
libre de rang 2 sur R. Soit

MdR(’ﬂ') = (Qiz) ®Qgr M(’]T))QQP ~ (K K, M(W)Gal(@/K)>Gal(K/Qp)7
un L-espace vectoriel de dimension 2. On a un isomorphisme canonique pour n assez grand
(Nrig (M) it 0 = Lal[t]] @12 Mar ().

Toute L-droite £ de Mgar(w) définit une filtration exhaustive décroissante Fily sur
Mg (7), en posant

Fil ' (Myg (7)) = Magr(n), Fil®(Mgr(r)) = £, Fil'(Mgg (7)) = 0.

38. Nous allons noter R ce que Berger note B:ig K-

39. Elle montre aussi que le terme de droite de 1’égalité (7) ne dépend pas de K ; cela est aussi une
conséquence élémentaire de la théorie de Galois.
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Rappelons que V() est I'ensemble des (classes d’isomorphisme des) IT € Ban®™(G) ab-
solument irréductibles telles que T1%5%¢ ~ 7. On voit dans la suite V(7) comme sous-ensemble
de 'ensemble des (classes d’isomorphismes de) L-représentations absolument irréductibles de
Gq,, de dimension 2, grace au foncteur de Colmez [38, chap. II, IV] et au résultat principal
de [45].

Soit V' € V(7) et fixons une identification Dy (V') ~ M () en tant que (¢, Gq, )-modules.
Cet isomorphisme est unique a scalaire prés et il induit un isomorphisme de L-espaces
vectoriels de dimension 2

Dar(V) ~ (Qp ®qy Dpst(V))% = Mar (7).

La filtration de Hodge Fil"(Dgr(V)) définit ainsi une L-droite £(V) C Mggr(n), qui ne
dépend pas du choix de 'isomorphisme Dpg (V) ~ M(w). Réciproquement, étant donnée
une L-droite £ de Mgr(7), la filtration Fily sur Mygr(w) est faiblement admissible (cela
découle facilement du fait que la représentation du groupe de Weil attachée a M () est
irréductible, cf. la preuve du théoréme 5.2 de [24]). Le théoréme de Colmez-Fontaine [43]
permet donc de construire une unique (a4 isomorphisme prés) L-représentation Vy € V()
telle que L(Vz) = L. On déduit alors de [45, th1.3] (cela utilise [57]) que V' — L(V) induit
une bijection V() — Proj(Mggr()).

Pour résumer, si V € V(w), alors le choix d’un isomorphisme Dy (V') ~ M () induit :

e un isomorphisme de (g, I')-modules sur R

(8) Niig(V') = Niyig (),

qui induit une identification de L, [[t]]-modules avec action semi-linéaire de T' (pour n assez
grand)

N;;f,n(v) ~ Ly[[t]] @1 Mar(r).

e un isomorphisme de L-espaces vectoriels filtrés Dyr (V') ~ (Mar(7), Filz(vy).
e des identifications de L, [[t]]-modules avec action semi-linéaire de I" (pour n assez grand)

Djiso(V) 2 Fil’ (L (1)) © Mar(m)) = tNe (V) + Ly [[t] @1 L(V),
e des inclusions de (¢, I')-modules
tNrig(ﬂ') (- Drig(v) - Nrig(ﬂ')-

Tout ceci est une conséquence de la discussion ci-dessus et du fait que I'on travaille en
poids 0,1. Toutes ces identifications et inclusions dépendent du choiz de l’isomorphisme
Dy (V) ~ M(7), mais uniquement & scalaire prés. Par conséquent, la L-droite L(V) C
Mar(m) est parfaitement bien définie, ainsi que les images dans Nyig (), Ly [[t]] ® 1 Mar (),
de toutes ces identifications.

1.7. Représentations localement analytiques de GG et modéle de Kirillov-Colmez

Nous rappelons dans ce chapitre un certain nombre de constructions et résultats concer-
nant la correspondance de Langlands locale p-adique, en particulier la théorie du modéle de
Kirillov de Colmez [38, chap. VI], qui sera indispensable dans les chapitres suivants. Notre
discussion est assez rapide et nous renvoyons le lecteur au paragraphe 5 du chapitre VI de
[38] ou aux chapitres 4 et 5 de [50], ol tout ceci est décrit en détail.

1.7.1. (¢,T')-modules et représentations de G. — Pour toute L-représentation V de
dimension 2 de Gq,, Colmez [38, ch.ILIV,V] construit un faisceau G-équivariant “0) U —

40. Le groupe G agit sur P1(Qp) par (‘é g) T = (Z;CIZ
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Do (V)XU sur P(Q,), dont les sections sur Z, sont données par Dyig (V)R Z, = Dyig(V).
L’action du monoide P+ = (ZPB{O} Zf’) (qui stabilise Z,) sur Dyig(V) est donnée par 1)

(Prat)z=(1+1) 9" (0a(2)), Vz€ Dug(V),k>0,a€Z}beZ,

alors que I'action de (p%p (IJ) est trés compliquée.

L’espace Dyig(V) K P! des sections globales du faisceau attaché & V est un espace LF
avec action continue de G. Par construction, le caractére central de Dy (V) K P! est (42)

oy = Xc_ylc det V.

Dans toutes les applications que nous avons en vue, on aura det V' = X¢yc et donc oy = 1.

Pour tout ouvert compact U de P'(Q,) on dispose d’une application de prolongement
par zéro Dyig(V) KU — Dy (V) K P, qui permet d’identifier D, (V)X U a un sous-espace
de Dy (V) X PL. Soit

w=(9}) €q,
et notons aussi w la restriction a Dy (V)R Z% de I'action de I'involution w de Dy (V) RP?.

Alors Dyig(V)RP! = Dyig (V) +wDyig (V) et I'application z — (Resgz, (2), Resz, (wz)) induit
une identification

Dyig (V)R P = {(21, 22) € Dyig(V) x Dyig(V)] Reszx (22) = w(Reszx (21))}.

Nous allons utiliser systématiquement le résultat suivant de Colmez [38, ch V.

Théoréme 1.7.1. — Soit V une L-représentation de dimension 2 de ng'

a) L’action de G sur Dyg(V) R P! s'étend en une structure*® de D(G)-module topolo-
gique.

b) SiV =V*® Xeye @V ® 6‘71 est le dual de Cartier de V, il existe un accouplement
parfait de D(G)-modules topologiques

{1p1: (Dyig(V)RPY) x (Dyie (V)R PY) — L,
¢) Il existe une suite exacte canonique de D(G)-modules topologiques
0 — (IL(V)™)* = Dye(V) R P! — TI(V)™ — 0,

et (II(V)*)* s’identifie ainsi a l'orthogonal de (TI(V)**)* C Dyig(V) P (ou de TI(V)*)
dans Dy (V) K P

Remarque 1.7.2. — a) Dans toutes nos applications on aura det V' = ycyc et donc §y =1
et V ~ V canoniquement. La suite exacte précédente devient dans ce cas

0 — (IL(V)*™)* = Dy (V)X P! — TI(V)™ — 0

et (IL(V)™)* s’identifie & son propre orthogonal dans D (V)XP! via 'accouplement { }p: :
(Dyig(V) X P) x (Dyig(V) R PY) — L.

b) Si U est un ouvert compact de Pl(Qp) et si H est un sous-groupe ouvert compact
de G qui stabilise U, l'espace Dyjz X U C Dy K P! est stable par D(H) C D(G) et
Resy (A - z) = X - Resy(z) pour tout z € D, K P! et tout A € D(H).

41. Rappelons que a — o, désigne 'inverse de 'isomorphisme I" ~ Z; fourni par le caractére cyclotomique.

42. Vu comme caractere de Qp par la théorie du corps de classe local.
43. Rappelons que D(QG) est 'algébre des distributions sur G.
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1.7.2. L’action infinitésimale de G. — Soit U(gl,) C D(G) algébre enveloppante de
lalgeébre de Lie de G (tensorisée avec L). La discussion précédente montre 'existence d’une
action de gl, sur D,i;XZ,, = Dy, qui satisfait Resy (X -2) = X -Resy(2) pour z € Dy KP?,
X € U(gl,) et U C Z, ouvert compact. Bien que I’action du Borel soit relativement explicite,
I’action de l'involution w est trés compliquée. Le résultat suivant permet de contourner ce
probléme.

Considérons la base

a+:((1)8), a7:(8?)7 u+:(8(1))’ u :((IJ
de gl,, ainsi que ’élément de Casimir
1
C:u+u_+u_u++§h26U(g[2), on h=a"—a =(§%).

L’élément C engendre le centre de U(slz). On identifie un élément f de R avec 'opérateur
« multiplication par f » sur Diyig(V) dans I’énoncé suivant, qui est le résultat principal de
[49].

Théoréme 1.7.3. — Soient a et b les poids de Hodge-Tate généralisés de V', et soit k =
a+b. En tant qu’opérateurs sur Dy (V) nous avons

_ _ —p)2 —
at =V, a-=k-1-V, ut=t u*:fw, C:%.
En particulier, sia=0etb=1 on a
V(V-1
at=V=—a", C=0, u"=t, u7=—¥:—t82,

ot 0 = 1V, une connewion sur Dyg(V)[1/1].

1.7.3. Vecteurs P-finis et modéle de Kirillov. — Rappelons que P = (Qo; Ql” ) On
fixe une L-représentation V' de dimension 2 de Gq, et on suppose que V est absolument

irréductible.

Définition 1.7.4. — a) On dit qu'un vecteur v € II(V) est P-fini ’il existe n,k > 1 tels
que

(4%) =" v =0

et si L [(ZO; (1))] v est de dimension finie sur L. On note II(V)P~fini J'espace des vecteurs
P-finis de II(V).

b) Un vecteur v € II(V)P =01 est dit de pente infinie s'il existe n, k > 1 et m € Z tels que
p"—1 k
(S an) oerno-o

=0

On note II(V)P~fint  T[(V)P~fint Pespace des vecteurs P-finis de pente infinie.

Remarque 1.7.5. — Soit v € TI(V)P~finl et soient n, k comme dans la définition ci-dessus.
Alors pour tout u € ((1) le) on a (1 —u)Fv € TI(V)P~fini, Plus précisément, n’importe quels
m > —v,(x) (avec u= (} %)) et N > m + n satisfont

k
pN -1

DG ) () -wre=0.

=0

La preuve de ce résultat est un exercice amusant laissé au lecteur. Nous utiliserons & plusieurs
reprises cette observation (avec k = 1).
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(1]

Soit Z un Le[[t]]-module muni d’une action semi-linéaire de I" (par rapport a l'action
naturelle de I" sur Loo[[t]] = lim Ly, [[¢]]). On note LP(Q},ZE)" Tespace des fonctions ¢ :
Q;; — = a support compact dans Q,, et satisfaisant gb(aw) = 04(¢(x)) pour tous = € Qj et
a € Z%. On note LP.(Q%,E)" le sous-espace de LP(Q3,E)" formé des fonctions nulles au
voisinage de 0. I apphcatlon ¢ — (6(p"))iez induit un 1somorphisme L-linéaire

LP.(Q},5)" E%_
1€

Rappelons que 'on a fixé un systéme compatible ((yn),>1 de racines de l'unité, ce qui
permet de définir un caractére additif localement constant

€:Qp = ppo, €(b) = Cn , Yn > —uv,(b).

* =
P>

((§1)¢) () = e(ba)e™ (ax).

Proposition 1.7.6. — Les sous-espaces IL(V) P =10t et TI(V)P~Hnt sont stables sous 'action

On munit les espaces LP(Q},Z)" et LP( =)' d'une action de P, définie par

de P et il existe une injection P-équivariante canonique v+ ¢,
(V)" = LP(Qp, Dgie(V)', 0w Dge(V) = 1nglf W)L/ Die (V)

qui induit un isomorphisme
(V) F=ff ~ LP(Q, D (V).
En particulier v — (¢, (p'))icz induit une bijection
P—fini -
V)e ™M= @Ddif(v)
i€Z

Démonstration. — Ces constructions ont été introduites par Colmez dans le paragraphe
VL5 de [38]. Leur extension sous la forme de la proposition 1.7.6 (qui ne demande aucune

idée supplémentaire) se trouve dans le chapitre 4 de [50], plus précisément les propositions
4.6, 4.8, 4.11, le lemme 4.12 et le corollaire 4.13 de loc.cit. O]

1.7.4. Dualité et modéle de Kirillov. — Le résultat suivant (théoréme 1.7.8) de Colmez
est crucial, mais demande pas mal de préliminaires. L’accouplement naturel V x V — L(1)
induit par fonctorialité un accouplement

() Dgie(V)[1/8] x Dg(V)[1/t] = Leo(())dt,
ou I'on note dt la base canonique de Q,(1). On définit un accouplement
{ Jait - D (V)[1/t] x DG(V)[1/1] — L
en posant
y . 1 .
{Z 2}air = lim 150 (Trr, /ooy ((o-1(2),2)))
ot reso (D5 — oo Ant™)dt) =

Proposition 1.7.7. — a) { }air est un accouplement T-équivariant parfait entre
DL .(V)[1/t] et DL (V)[1/t]. Pour tout m assez grand l'orthogonal de D:{lf (V) est
DL (V). Ainsi, { Yair induit un accouplement parfait entre DL (V) et D3 (V).

b) Si 'V est de de Rham a poids de Hodge-Tate O et k > 1, alors pour tout n assez grand
lorthogonal de Nj;f’n(f/) est tkN(f;f,n(V).

Démonstration. — Ce sont des traductions élémentaires, voir par exemple la discussion qui
précéde le lemme VI.3.3 de [38], ainsi que le lemme VI.4.16 de loc.cit. O
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D’aprés le corollaire VI.13 de [42], il existe m(V) assez grand tel que l'inclusion
(TL(V)™)* C Dyig(V) K P! se factorise a travers

DIOrm (V)R P! i= {2 € Dyiy(V) B P! Resg, (z), Resz, (wz) € DI*Tmwl(V)},
ce qui nous permet de définir pour n > m(V) et j € Z

ijm s ((V)*™)* = D ((V), ijn =@ "oResg, o (p"(;j (1)) .

Rappelons qu’on dispose d’un accouplement canonique G-équivariant parfait { }p1 entre
Dyig(V)RP et Dy (V)XPL, qui induit 'accouplement naturel entre (TI(V)™)* C Dy (V)R
Pl et (V)™ = (D (V) X PY)/(I1(V)?™)*. Enfin, la proposition 1.7.6 fournit un isomor-
phisme v — ¢,, entre II(V)P~fini ot LP( * Dg(V))', ce qui permet de donner un sens a
I’égalité ci-dessous :

Théoréme 1.7.8. — On o IL(V)EP=fi0t C TI(V)2 et pour tous n > m(V), v € (V)P ~fini
etl e (II(V)*™)* on a
{l,v}pr = Z{ij,n(l)a(bv(p_j)}dif-

J€Z
Démonstration. — Cette généralisation de la proposition VI.5.12 de [38] est démontrée (de
maniére différente) dans [50, th. 5.3]. O
1.7.5. Une description utile de IT"%°, — Les deux résultats techniques suivants seront

utilisés constamment dans le chapitre suivant.

Proposition 1.7.9. — Soit V € V(r) et notons

I(V)E=lsse — £y € (V) Pyt = aFo = 0}
Alors TL(V)P—lisse c TI(V)lisse et [’isomorphisme TI(V )P —fint ~ LP.(Q}, Dy (V)" induit un
isomorphisme de P-modules

(V)7 =1 = LPo(Qp, Nefe (V) /Dy (V)"

Démonstration. — L’espace I(V)F~1s5¢ est notée 17~ dans [49] (en prenant k = 1 dans
loc.cit.). L’inclusion IT(V)F~1sse  TI(V)lsse découle alors du théoréme 5.6 de loc.cit (c’est
une conséquence facile des théorémes 1.7.3 et 1.7.8, combinés avec la proposition 1.7.7). La
deuxiéme partie découle de la proposition 5.4 de loc.cit (et se déduit aussi de la proposition
1.7.6 et de I’égalité

(t7'D3(V) /D (V)Y = N (V) / D3 (V),
qui se démontre sans aucun probléme). O
Remarque 1.7.10. — En se rappelant que
N (V) = Loo[[t] ©2 Dar(V) et Dfip(V) = tNgi(V) + Loo[[t]] @1 Fil’ (Dar(V)),
on obtient un isomorphisme canonique I'-équivariant
NGit(V)/Dgs(V) = Loe @1 Dar(V)/Fil’ (Dar (V).

L’action de I' sur le terme de droite ¢tant lisse, on en déduit que LPc(Q}, Ny (V)/D (V)"
n’est rien d’autre que l'espace des fonctions localement constantes ¢ : Qp — Loo ®L
Dar(V)/Fil’(Dgr(V)) a support compact dans Q; et telles que ¢(ax) = o4(d(z)) pour
r € Qp et a € Zy. On a un isomorphisme naturel (utiliser le théoréme de Hilbert 90)

LP(Q}, Loo @1 Dar (V) /Fil"(Dar(V)))" @1 Loo =~ LC:(Qy, Loo ®1 Dar (V) /Fil®(Dar(V))),

et le terme de droite (avec son action naturelle de P, définie en utilisant le caractére additif
¢) est le modele de Kirillov usuel de 7 ®1, Lo, ce qui explique le nom de ce chapitre.
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Théoréeme 1.7.11. — SiV € V(x), alors
(V)¢ = {v e (V)™ | utv = atv =0} = TI(V)lisse
et on a un isomorphisme canonique de P-modules
T(V)= 2 LCo(Qy, Ny (V) /Dify (V)T

Démonstration. — Notons IT = TI(V). Commengons par montrer la premiére égalité. Une
inclusion étant évidente, supposons que v € II*" est tué par ut et a™, et montrons que v
est tué par u~. Soit x € Q, et soit v, = (%) v — v, de telle sorte que utv, =0 et

Yo=(4%)(atv+autv) =0.

-8

1

0

On en déduit Y que v, € Hf‘“sse et donc, grace a la proposition 1.7.9, u~ v, = 0. L’identité
u(§1) = (61) (=2%u’ +u” —ah)

et le fait que v est tué par u™ et h = 2a™ montrent que u v, = ((§%) — 1)u"v. Ainsi,

u"v € H((lJ %p) = 0, la derniére égalité étant une conséquence de [50, lemme 7.1] (c’est un
résultat élémentaire). Cela montre la premiére égalité.

Pour conclure la premiére partie, il reste a prouver I'égalité TI(V)F~lsse = T[(V)lisse, Une
inclusion est fournie par la proposition 1.7.9. L’autre inclusion vient du fait que IT(V)!ss¢ ~
7 est supercuspidale, donc tout vecteur de IT(V/)lsse
du type (1 — u)v avec u € ((1) in) et v € TI(V)I°, On conclut en utilisant 'inclusion
(1 — w)I(V)P-lisse  [I(V)P-lsse (remarque 1.7.5).

La deuxiéme partie s’obtient en combinant ce qu’on vient de démontrer avec la proposition
1.7.9. [

est combinaison linéaire de vecteurs

1.8. Le G-module II(7, 0)

Le but de ce chapitre est d’expliquer la preuve du théoréme suivant, dit & Colmez [38, 41].

Théoréme 1.8.1. — Soient V1, Vo € V(7). Le choix d’isomorphismes Dpg (Vi) >~ M () et
Dpsi(Va) >~ M (m) induit un isomorphisme de G-modules topologiques :

H(V*l)an/l—[(vvl)lisse ~ H(VQ)a“/H(VQ)“SSG.

Nous allons en fait démontrer un résultat nettement plus précis, et construire un isomor-
phisme explicite, ce qui est indispensable pour nos besoins. Comme la construction demande
un certain nombre de préliminaires techniques, nous renvoyons le lecteur au théoréme 1.8.6.
Nous avons cherché a distinguer le plus soigneusement possible les identifications parfaite-
ment canoniques de celles qui ne le sont qu’a scalaire prés, ce qui alourdit un peu la rédaction,
mais évite tout risque de confusion.

1.8.1. Points fixes de ¢ et le G-module tN,;,(V) K P!, — Soit V € V(7). Notons
tNyig(V) R P' = {z € Dy (V) K P'| Resgz, (z), Resz, (wz) € tNye(V)}

et définissons d’une maniére similaire tN1%7}(V) R P! pour n assez grand. Tl n’est pas clair
a priori que tNyig (V) X P! soit stable sous I'action de G, mais nous allons voir que c’est en
effet le cas. Ce résultat a déja été démontré de maniére trés détournée dans le chapitre VI
de [38], puis d’une maniére complétement différente dans [41]. Nous en donnons une preuve
différente.

44. Noter que vy € H(V)ffﬁni grace a la remarque 1.7.5.
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Proposition 1.8.2. — Pour tout V € V(x) il existe n tel que Uinclusion *® (TL(V)*)* C
Dyig(V) B P induise une inclusion
(H(V)an/H(v)lisse)* c tN]O,r"](V) X Pl.

Démonstration. — Soit m (V') comme dans la discussion qui suit la proposition 1.7.7 et soit
I e (TL(V)2» /TI(V)ls5¢)* vu comme élément de (IT1(V)2")* nul sur II(V)1s¢. En combinant
Visomorphisme II(V)15¢ ~ LC,(Qy, N (V) /D (V)" (théoréme 1.7.11) avec le théoréme
1.7.8 et la proposition 1.7.7, on obtient i;,(l) € tN;qf’n(V) pour n > m(V) et j € Z.
En particulier (en prenant j = n) ¢~ "(Resz, () € tN(ﬂf,n(V) pour n > m(V) et donc
Resz, (1) C tNIOmm)(V) (cf. 'exemple 1.6.5), ce qui permet de conclure (en remplagant
par wl). O

Rappelons que si A est un (¢, ')-module sur R, il existe un unique opérateur ¢ sur A
qui commute avec I', s’annule sur Zf;ll (1+T)'p(A) et satisfait 1) o p = id. Soit maintenant
V € V(r) et identifions comme toujours V avec V. Par construction, on a

Resz, o <”(_)1 ?) =1oResz, sur Dy,(V)RP
Ainsi, inclusion (II(V)*")* C Dy (V) K P! composée avec Resz, induit une inclusion
0)_
(v (89)=1 ¢ Dy (vye=t.

Théoréeme 1.8.3. — L’inclusion précédente est un isomorphisme de D(T')-modules et in-
duit un isomorphisme de D(T')-modules

vy /vy ) (61)=" & (tNg (V).

En composant avec Reszs on obtient un isomorphisme de D(T")-modules

vy /vy (6 1) =1 o (1 — o)t N (V) P2,

Démonstration. — La seconde partie est une conséquence de la premiére, de 1'égalité
Reszx = 1—¢ sur (tNyig(V))¥=1 et du fait que Dyig(V)¥=1 =0, car V n’est pas trianguline.

Commencons par montrer que [(I_I(V)a’“)"‘](g(1)):1 C Dyig(V)¥=! est un isomorphisme.
Soit D(V) le (¢,I')-module étale sur 'anneau de Fontaine £ attaché a V par ’équiva-
lence de catégories de Fontaine [69]. D’aprés [38, prop. V.1.18] lapplication naturelle
D) @xry D(V)¥=! — Dyig(V)¥=! est un isomorphisme de D(T')-modules, our A(T) est
'algébre des mesures sur I' & valeurs dans L. Or [42, remarque V.14] I'application Resz,
induit un isomorphisme de A(I")-modules

@) (89)= ~ prye=1.

Soit alors z € Dyig(V)¥=1 et écrivons

= / () s (7)

0)_
avec z; € D(V)¥=! et u; € D(I'). Si ; € (H*)(g V)=t satisfont Resz, (l;) = x4, alors

HE

z=Resz (), ou I= Z/F (cha(v) (1)) Lipi(y) € [(H(V)an)*]( )=,

ce qui permet de conclure.
Ensuite, la proposition 1.8.2 montre que Resz, induit une inclusion

vy vy ) (1) =1 ¢ (1N (V) ¥,

45. On identifie implicitement ici V et V.



1.8. LE G-MODULE II(r, 0) 59

0)_
Soit z € (tNyig(V))¥=1. D’aprés ce que I'on vient de faire, il existe [ € [(II(V)2")*] (51)= tel

que Resz, (1) = z. Nous allons montrer que ! s’annule sur II(V)is¢ = II(V)I~lisse (Dggalité
découle du théoréme 1.7.11), ce qui permettra de conclure. Soit @ > m(V) tel que z €
DIOral (V). Comme (29)1 =1, on aij,(l) = ¢ "(2) € tN£f7n(V) pour n > a et j € Z.
Le résultat s’obtient alors en combinant les propositions 1.7.7 et 1.7.9 avec le théoréme
1.7.8. O

Proposition 1.8.4. — Pour tout V € V(r)

a) Le sous-espace tNyig(V) R Z% := (tNyig(V)) V=" est stable sous Uinvolution w = (9 §)
de Dyig(V) R Z% = Dyig (V)¥=0.

b) Le sous-espace tNyg(V) K P! de Do (V) R P! est stable sous laction de G.

Démonstration. — a) Le caractére central de II(V)®® étant trivial, linvolution w

. . 0\ _
de (T(V)™ /TI(V)ie)* Taisse stable [(TI(V)2/T(V)ise)](67)=1 La derniere par-

tie du théoréme 1.8.3 entraine la stabilité de (1 — ¢)(tNyg(V))¥=! par w. Ensuite,
tNyig(V) R Z% = (tNyig)¥=" est engendré comme D(I')-module par (1 — ¢)(tNyig (V)=
(cela suit par exemple de [93, prop. 4.3.8]), ce qui permet de conclure, en utilisant le fait
que wo o = 041 0w sur Dyg(V) W Z* (qui suit de légalité w (3 9) = (g9) (2, 9) w).

b) C’est une conséquence formelle de la stabilité de ¢ Ny (V) par Pt = (ZP\O{O} le> et
du point a). O

1.8.2. La représentation II(r,0). — Nous avons besoin du résultat suivant de Colmez,
qui permet de se débarrasser de la dépendance en la filtration de Hodge dans les constructions
précédentes.

Théoréme 1.8.5. — Soit V. € V(w). Choisissons un isomorphisme Dy (V) ~ M(7),
induisant un isomorphisme Nyig(V) =~ Nyg(m) (cf. fin de la section 1.6). L’involution de
(tNyig(m))¥=0 induite (proposition 1.8.4) par Uinvolution w de (tNyg(V))¥=" ne dépend ni
du choiz de V € V() ni du choix de Uisomorphisme Dy (V) ~ M (7).

Démonstration. — L’indépendance par rapport au choix de l'isomorphisme Dy (V) =~
M () est claire, car deux tels isomorphismes différent par un scalaire. L’indépendance par
rapport au choix de V' € V(7) a été démontrée (par voie trés détournée) dans le paragraphe
9 du chapitre VI de [38] (se rappeler que les éléments de V() sont classifiés par la filtration
de Hodge sur Mgr(7)). Le lecteur trouvera une preuve nettement plus simple dans [41],
qui exploite la description explicite de action infinitésimale de G sur t N (V) X P O

Notons encore w I'involution de (£N,ig(7))¥=C obtenue dans le théoréme 1.8.5. L’existence
de cette involution combinée avec le fait que ¢ Vg () est un (p, I')-module sur R permettent
de copier les constructions usuelles de Colmez (voir le paragraphe 2 du chapitre II de [38])
et d’obtenir un faisceau G-équivariant U — tNyig(m) K U sur P1(Q,,) dont les sections sur
Z,, sont tNyig(m), muni de Paction canonique de Pt définie par

(Pha®) 2= (14 T)ou(ph(2).

Notons qu’en copiant ces constructions on obtient & priori seulement un faisceau équivariant
sous ’action du groupe libre engendré par P' et w, mais toutes les relations qui ont lieu
dans G sont satisfaites aussi par les sections de ce faisceau, car c’est le cas pour le faisceau
attaché & Dy (V) (pour un V' € V(m) quelconque) et car tNyg(V) C Diig(V).

Soit V' € V(m). Fixons un isomorphisme D, (V) ~ M (7), qui induit un isomorphisme
tNyig(V) =~ tNyig(m). Cet isomorphisme s’étend par construction en un isomorphisme G-
équivariant

tNrig(V) X :P1 >~ tNrig(’]T) X :Pl7
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qui dépend du choiz de l'isomorphisme Dy (V) >~ M (), mais uniquement & scalaire prés.
Ensuite, par construction de ¢V, (V) K P!, on dispose d’une inclusion G-équivariante ca-
nonique

tNrig(V) |Z| Pl - Drig(V) |Z| Pl.
On en déduit une inclusion G-équivariante

tNrig(ﬂ—) X 1:)1 C Drig(V) X :Pl7

canonique & scalaire prés; son image est donc un sous-G-module canonique de Dy (V)X P
Enfin, la proposition 1.8.2 fournit une inclusion canonique (IT1(V)® /TL(V)lsse)* C ¢ Ny, (V)X
P!, donc une inclusion G-équivariante

(TL(V)™ /TI(V)55¢)* C ¢t Nyjg(m) R PY,

canonique G scalaire pres.

Apreés ces préliminaires un peu pédants mais malheureusement nécessaires, on peut dé-
montrer le résultat suivant, di & Colmez [38, 41|. Notre preuve est différente de celles
trouvées dans loc.cit., mais elle s’inspire fortement d’une astuce que ’on peut trouver dans
[41].

Théoréme 1.8.6. — Soient V1,V € V(m). On a
(IL(V2)™ /IL(Vy) )" = (IL(Va)™" /T1(V2) ™)

a Uintérieur de tNyg(m) R PL. Ainsi, il existe un isomorphisme canonique & scalaire pres

H(Vl)an/H(Vl)lisse ~ H(‘/Q)an/n(%)lisse.

Démonstration. — La seconde assertion est une conséquence de la premiére et de la discus-
sion qui précede le théoréme 1.8.6. Notons pour simplifier A; = Dyis(V;) et Nyjg = Nyig(7),
ainsi que II; = II(V;). Fixons des identifications Nyig(V;) = Nyig et regardons (II5" /TT4sse)*
comme un sous-D(G)-module de Ay X P!, via la composée d’inclusions (IT§"/II{ss¢)* C
t N X P! ¢ A, X P! construites ci-dessus.

Montrons d’abord que (TI3"/I1{$¢)* est contenu dans (I13%)* C A, X P! On déduit
du théoréme de Hahn-Banach et du caractére réflexif de I3 /TIJs5¢ que g(II")* est dense
dans (IT37 /T1¢)* et puisque (II3")* est fermé dans A, X P!, il suffit de montrer que
g(II5™)* C (I13™)*, et méme u™ (II§™)* C (TI5™)* (si cela est vrai, on déduit le résultat pour
u~ en conjuguant par w, et pour at et a~ en utilisant les relations h = utu~ —u"ut =
20t = —2a").

Autrement dit, il s’agit de montrer que u™ (II3")* et (II3")* sont orthogonaux dans Ag X
P!. Soient II{ et II9 les boules unités pour des normes G-invariantes sur II;, respectivement
Iy. Alors (II))* ®p, L = I} et (II)* ®p, L = II} sont denses dans (ITI3%)* et (TI3")*,
respectivement ; il suffit donc de montrer que u“‘(Hgo))* et (Hgo))* sont orthogonaux dans
Ay X PL. Mais pour tous x € (Hgo))*7 yE (H§°>)* etne€Zona

{whayter = {(% 0) wFa, (7 O) yhpr =

p{ut (7 9) @, (7 9) yter € p" {ut ()7, (I57) Fpr.

La compacité de (H(lo))* et (Héo))* et la continuité de { }p1 permettent de conclure que
{utz,y}pr = 0 et donc g(II§™)* C (II3")*, comme voulu (cette derniére partie de I’argument
est fortement inspirée de [41]).

Il nous reste & montrer que tout élément [ € (TI3"/T1}¢)* | vu comme élément de (I15%)*,
s’annule sur I15%¢. D’aprés la proposition 1.8.2 il existe a > m(V}) tel que (115" /TIJss¢)* C
tN1OTl P ce qui fait que 4;,() € tN(ﬂf’n(VQ) pour tous j € Z et n > a. On conclut en
utilisant les théoréme 1.7.8 et 1.7.11, ainsi que les propositions 1.7.6 et 1.7.7. O
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Définition 1.8.7. — On note II(7,0)* le sous-G-module de tNyz(7) K P! image de
(TI(V)2n /TI(V)Hsse)* pour n’importe quel V' € V(m) et n’importe quel isomorphisme
Dy (V) ~ M(7). On note II(7, 0) le dual topologique de II(7, 0)* muni de l'action duale de
G.

Ainsi, II(m, 0) est une représentation localement analytique de G sur un espace de type
compact et pour tout V € V() on dispose d'un isomorphisme II(V)2® /TI(V)liss¢ ~ TI(7, 0),
canonique & scalaire prés. On peut reformuler comme suit le théoréme 1.5.1.

Théoréme 1.8.8. — Il existe un morphisme G-équivariant continu non nul

O TI(r,0)" — O(S,)".

1.9. Structure de O(Q2)-module sur II(7,0)*

Ce chapitre assez technique est un des points centraux de ce texte. On y explique dans
un premier temps la construction d’'un opérateur 9, déduit de la connexion de I’équation
différentielle p-adique de Berger, sur II(7r, 0)*. Cet opérateur joue un role tout a fait semblable
a Popérateur de « multiplication par z » sur O(X,) (z est la coordonnée sur §2) et cette
heuristique guide sa construction. L’observation de base est que cet opérateur sur O(%,,)
peut se décrire en comparant les actions infinitésimales at et u™ des groupes (ZO; (1)) et

([1) Zf’ ) En effet, on vérifie sans mal que
at —1=uto00.

Nous verrons que ’on peut définir un unique automorphisme 9 du L-espace vectoriel topo-
logique TI(7, 0)* qui satisfait la relation précédente. Ce résultat est di a Colmez [41], mais
nous avons décidé de le reprendre de maniére assez détaillée, avec un argument différent et
plus direct.

Puis nous montrons que ’analogie précédente n’est pas anodine et améliorons le résultat
en munissant II(m, 0)* d’une structure de O(2)-module telle que la variable z agisse via 0.
Cet énoncé, dont la preuve exploite la dualité de Morita [109, 122], jouera un role capital
dans la suite.

Nous fizons II € V(m) et notons V = V(II), Dyig = Dyig(V). On fize un isomorphisme
Dot (V) ~ M(m), ce qui induit un isomorphisme Nyg = Nyig(V) =~ Nyig(m) et (théoréme
1.8.6 et ce qui suit) une identification II(m,0) = II*" /11", La construction qui suit ne
dépend pas des choix faits, mais il convient de les introduire pour certains arguments tech-
niques.

1.9.1. Construction de l’opérateur 0 sur II(rw,0)*

utilisé constamment dans la suite, repose sur la proposition 1.6.4.

. — Le résultat suivant, qui sera

Proposition 1.9.1. — L’opérateur u™ est d’image fermée sur (II*M)* et induit un homéo-
morphisme entre (IT3%)* et u™ ((T12")*).

Démonstration. — Considérons une suite z, = (2n,y,) € (II*®)* C D,z X P! telle que
uTz, converge dans (II*")* vers z = (x,y) € (II*")*. Puisque uT 2, = (tz,, —t0*(yn))
(utiliser le théoréeme 1.7.3) converge dans D,z X P! vers (z,y), il existe a > 0 tel que
lim,, o0 o, = @, lim, o0 (—t0%(y,)) = y dans DI%ral Comme tD/97a) est fermé dans D107l
et la multiplication par ¢ est un homéomorphisme D!%"e] dans ¢ D10-7a] (par le théoréme de
I'image ouverte), on conclut que = = tz’ avec 2’ € DI%"<] et x,, tend vers 2’ dans D!07al,
Pour les ¥, l’argument est plus délicat. D’abord, le méme raisonnement avec D107l
remplacé par NI107al (noter que 9%(y,) € N107al pour tout n assez grand, en grandissant

éventuellement a) montre que y = —tu avec u € N1%7al et 9%(y,,) tend vers u dans N107al. En
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particulier 82(yn) converge vers 4 dans Nyig. Mais 0 : Nyjg — Niig étant une bijection linéaire
continue entre des espaces LF (proposition 1.6.4), c’est un homéomorphisme (théoréme de
I'image ouverte), donc y,, converge dans Ny, vers y' := 072 (u).

On a donc montré 'existence de ' € Dyig et 3y € Ny tels que x = ta/, y = —t0*(y') et
x,, tend vers 2/, alors que ¥, tend vers y’ dans Ny, Il existe donc b > a tel que y,, tend vers
y dans N1O7l Alors y,, € DI%7] converge dans N197! vers ¢ et comme DI0"] est fermé
dans N1%7] on obtient y' € D%l et donc 2’ := (2/,y') € Drig X Dyig.

Pour montrer que 'image de u™ est fermée, il reste a vérifier que 2’ := (2/,y') € (II*")*, car
si ce résultat est établi, I'égalité 2 = uT 2’ est claire par construction. Le fait que Resz;; (y) =
w(Resz»(2')) suit en passant a la limite dans Reszx(yn) = w(Reszx (z5)). Donc 2’ € Dyjg K
PL. 1l reste & vérifier que 2’ est orthogonal a (II*")*, ce qui suit du fait que les (2,,y,) le
sont. Enfin, la derniére assertion est une conséquence de ce que 'on a déja démontré et du
théoréme de 'image ouverte pour les Fréchets, ce qui permet de conclure. O

Remarque 1.9.2. — On peut se demander si aM est fermé dans M pour tout a € A,
toute algebre de Fréchet-Stein A et tout A-module coadmissible M (au sens de Schneider
et Teitelbaum [125]). Cela découle directement des résultats de [125] quand A est com-
mutative, mais tombe malheureusement en défaut si A ne lest plus (méme si M est un
A-module simple). Le lecteur pourra s’amuser a construire des contre-exemples en utilisant
(par exemple) des induites comme dans le chapitre 5 de [123] (prendre, avec les notations
de loc. cit., un caractére x tel que ¢(x) soit un nombre de Liouville p-adique et montrer en
utilisant les formules explicites du lemme 5.2 de loc. cit, que u~ n’est pas d’image fermée
sur My ).

Corollaire 1.9.3. — L’opérateur ut est d’image fermée sur II(mw,0)* et
I(m, 0)" /u* (I1(x, 0)*) = (Il(r,0)*"=*)".

Démonstration. — Le premier point découle directement de la proposition précédente. En-
suite, IT(m, 0)* /utTI(r, 0)* est un Fréchet nucléaire d’apreés ce que ’on vient de démontrer. 11
est donc réflexif et comme son dual est trivialement IT(7, O)“+:0, cela permet de conclure. [

Théoréme 1.9.4. — Il existe une unique application linéaire continue 0 : II(m,0)* —
II(7,0)* telle que l'on ait une égalité d’opérateurs sur I (m,0)*

at —1=ut00.

Démonstration. — L’unicité découle simplement du fait que u™ est injectif sur II(7, 0)*, le
point délicat est I'existence. Soit I € TI(7r,0)*, on veut démontrer que Iy := a*l — [ est dans
t=0 _

uVTI(m, 0)*. D’apreés le corollaire précédent, il suffit de voir que Iy s’annule sur IT(m, 0)“
(IT2n /Tplisse)u™=0 Ep considérant I; comme une forme linéaire sur II*" s’annulant sur T115,
il s’agit de montrer que [1(atv+v) = 0 pour tout v € IT1*" tel que uTv € 11", I suffit donc
de démontrer le

Lemme 1.9.5. — Soit v € II* tel que utv € TTIHSs°, Alors vy := atv 4 v € ITlsse,

Démonstration. — La relation ut(a™ + 1) = aTu™ et le fait que aT™u™v = 0 montrent que
utv; = 0. Comme le Casimir agit par 0 sur II*" (théoréme 1.7.3), on obtient aussi

uwutv+atv4 (aT)%0 =0,

et donc a™v; = 0 (car u”uTv = 0 par hypothése). Le théoréme 1.7.11 permet de conclure.
O

Ce qui précéde montre lexistence d’une unique application 0 : I(w,0)* — II(w,0)*
telle que a™ — 1 = uTd. Par unicité, d est linéaire. La continuité suit de la continuité de
l'application a®™ — 1 : II(w,0)* — II(w,0)* et du fait que u™ réalise un homéomorphisme de
(7, 0)* sur le fermé u™ (I1(m, 0)*) de I(m,0)*. O
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Le résultat suivant montre que la connaissance de u™ et @ sur II(m,0)* équivaut a la
connaissance de toute 'action de U(sly) :

Proposition 1.9.6. — a) En tant qu’opérateurs sur I1(m,0)*
at=0out, ot —uto=1, u =-90at =-0%".

b) Pour tout I € V(r), le choiz d'un isomorphisme TI(r,0) =~ TI*"/T1H%¢ jnduit une
inclusion g(II**)* C TI(m, 0)* et on a une égalité d’opérateurs sur (I1*")*

at =0out, u =-0at =-0%u".
Démonstration. — a) On a
utat =atut —ut = (at — Dut =uTou",

ce qui permet de conclure pour la premiére égalité, car u™ est injective sur I(rw,0)*. La
seconde relation s’en déduit. Ensuite, comme le Casimir agit trivialement sur II(mw,0)* et

que utu~ —u"ut =h=2at,0na
wuT =a" — (a*)? = —uTdaT,
donc u~ = —0at = —9%*u™t, comme voulu.

b) L’inclusion est claire. Soit [ € (II*")*, alors Iy = u™l € II(w,0)* et donc atly — 13 =
utol;, autrement dit atutl — utl = vt outl. En utilisant la relation utat = atut — ut
sur (IT*")* on obtient bien u™*(a*l — du™l) = 0, ce qui permet de conclure pour la premiére
relation, car u™ est injectif sur (IT**)*. Puisque II*" a un caractére infinitésimal nul (théoréme
1.7.3) larelation u~ = —da* = —9?u* s’en déduit comme dans la preuve de la partie a). [

Enfin, il sera utile de comprendre le lien entre I’action de G et les opérateurs 0 et u™,
lien fourni par le :

Théoréme 1.9.7. — Pour tout g = (‘Z Z) € G Vopérateur a—cO est inversible sur II(m,0)*
et

1
-1 _ _ _ -1 + -1 _ - 2+
godog = (d0—b)la—cd)”", gu'g detg(a cd)u™.

Démonstration. — En conjuguant la relation a™ — 1 = u™ 0 @ avec g, on obtient

1 1 1

gatg™l —1=gutg "t ogdg".
Un calcul immédiat montre les identités suivantes dans D(G), donc aussi dans II(,0)*
1

- det g

1
(ada™ —abut 4+ cdu™ —bca™) et gutgTl = W(—ach + a?ut — u7).
ety

En utilisant la proposition 1.9.6 (ainsi qu'un calcul direct laissé au lecteur), ces identités se
réécrivent

1
9) gutg™l = detg(a - 08)2u+ et gatg =

Nous avons besoin du

1 +
dotg (a — c0)(d0 — b)u

Lemme 1.9.8. — On a une égalité d’opérateurs sur II(m,0)*

09~ (a — cd) = dd —b.
Démonstration. — Pour simplifier les formules, posons x = a — ¢0 et y = dd — b. La relation
OuT —uTd =1 fournit alors

yutr —zuTy = det g,

qui, combinée avec la relation (9), donne

(gaﬂf1 — 1) T = (

zyute —x =

+ _ 1) —
det g:z:yu v det g
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1 1
mx(xu*‘y +detg) —x = ?ngUer =gutgly.

Lz et avec l'injectivité

T =y, ce qui permet de conclure. O

d
En combinant ceci avec la relation (gatg™' — 1)z = gutg~' o gdg~
1

de gutg~! sur II(w,0)*, on obtient enfin gdg~
Le théoréme 1.9.7 est ainsi réduit & la preuve de U'inversibilité de a — ¢d. Or, on déduit
du lemme 1.9.8 la relation

(c-g0g~ " 4+ d)(a — cO) = det g,

ce qui permet de conclure. O

1.9.2. Construction de la structure de O(Q))-module. — Afin de prouver dans la
section suivante que le morphisme ® du théoréme 1.8.8 est surjectif, il sera vital de savoir
que l'on peut munir II(7,0)* d’une structure de O(Q)-module, et c’est a cette tache qu’est
consacrée ce paragraphe. Vu la construction de 'opérateur 0 dans le paragraphe 1.9.1, le
lecteur ne sera pas surpris par I’énoncé du

Théoréme 1.9.9. — Il existe une unique structure de O(Q)-module sur I(w,0)* qui soit
compatible avec sa structure de L-espace vectoriel et telle que z.I = O(l) pour tout | €
II(m, 0)*.

La preuve du théoréme 1.9.9 occupe le reste de ce chapitre. L’argument suit un chemin
un peu détourné, car 'opérateur 9 sur II(m,0) (ou son dual) ne préserve pas de sous-espaces
de Banach « évidents » de II(7, 0) (en particulier, il ne préserve pas les vecteurs localement
analytiques de rayon fixé). La raison en est que méme si 0 est construit a partir de la
connexion 9 sur Nyg, sa définition fait aussi apparaitre 0~!, qui est difficilement controlable.
Pour contourner ces difficultés, nous utilisons la dualité de Morita, des arguments d’analyse
fonctionnelle et le résultat technique suivant. On note ( , ) I'accouplement canonique entre
II(m,0)* et II(m,0).

Proposition 1.9.10. — Soient v € II(m,0) et l € II(w,0)*. L’application
¢l,v : Qp — La d’l,v(x) = <(a - x)illa U>
s’étend en une fonction localement analytique sur P1(Q,), nulle a Uinfini.

Démonstration. — Posons ¢y ,(c0) = 0. Pour montrer que ¢;, est localement analytique,
nous aurons besoin du résultat suivant :

Lemme 1.9.11. — Pour tous g € G, | € II(7,0)*, v € II(,0) et z € P}(Q,) on a

cr+d
b10(g97) = ?tgqs(ca—i-d)g_ll,g_lv(x)'

Démonstration. — C’est un calcul un peu fastidieux dont Iingrédient clé est le théoréme
1.9.7. Explicitement, en utilisant deux fois ce théoréme on obtient, en posant g = (‘cl 2) :

b1.0(g7) = (0 — gz) ', v) = (cx + d){(d0 — b+ x(cd — a)) "1, v)
= —(cx+d){(a—cd) Hz—(dO—b)(a—cd) 1) ,v) = —(cx+d){(a—cd) " (x—gdg~ )1, v)

= (cx +d){(a—cd) g0 —x) " g7, v) = (cx + d){(a — cg™*Dg) " (0 —x) g7, g7 v)

cxr+d
det g

cx+d 1 _
= S @+ O —a) g Mg ) =

Qs(cBer)g*ll,g*lv-
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11 suffit donc de voir que ¢;, est analytique au voisinage de 0. Notons que grace au
théoréme 1.9.7 on a (46)

So(@) = ((61)07" (5 7) Loy =L (5§)07" (577 v)-

En écrivant II(w,0) = II**/I1M%¢ pour un choix de II € V(r), et en filtrant IT « par
rayon d’analyticité » (voir [42, chap. IV] pour les détails), on peut écrire II(m, 0) comme une
réunion croissante d’espaces de Banach TI(7,0)®) (h € N*), stables par ((1) le
par 0 ou 971, Soit h tel que v € II(m,0)®). La fonction z — (§¥)v étant analytique au

), mais pas

voisinage de 0, & valeurs dans le Banach TI(, 0)(h)7 on peut écrire pour x € pNZp (N assez
grand, ne dépendant que de v)
((1) _1”)1) = Zx”vn

n>0

avec v, € II(r,0)™. On a p"Mv, — 0 dans TI(r,0)™) donc aussi dans TI(r,0). Puisque
0 est un homéomorphisme de II(m,0) (car elle est linéaire bijective et que II(m,0) est un
espace de type compact), on a p"V9~!(v,,) — 0 dans II(m,0). Il existe donc k' > h tel que
p"Nd~1(v,) — 0 dans II(7,0)"). Posons

vy, = p"N O (vp).
Ainsi, pour tout = € pNZ, on a (par continuité de &~ et de la restriction de [ a II(r, 0)())
11— z\" "
bl = DO ()0 =X () e
n>0

Puisque v/, tendent vers 0 dans H(T&',O)(h/), il existe M, dépendant de h’, tel que les
fonctions

fniZp— L, folz) = l(((l);f)’v;)
tendent vers 0 dans l’espace des fonctions analytiques sur a + p™ Z,, pour tout a € Zj, (cela
découle du théoréme IV.6 et de la remarque IV.15 de [42]). On en déduit que la fonction

ro o) = X (5) hute)
n>0

est analytique au voisinage de 0, ce qui permet de conclure. O

Passons maintenant a la preuve du théoréme 1.9.9. Soit St** la Steinberg analytique,
quotient de espace LA(P'(Q,)) des fonctions localement analytiques sur P!(Q,), a valeurs
dans L, par les fonctions constantes. Nous ferons un usage constant du résultat classique et
fondamental suivant, connu sous le nom de dualité de Morita [109].

Proposition 1.9.12. — a) Soit A € O()*. La fonction fy définie (pour x € Q,) par
1
o =2(-2)

Z—T

s’étend en une fonction localement analytique sur P1(Q,), nulle & Uinfini. De plus, appli-
cation X — fx induit un isomorphisme de L-espaces vectoriels topologiques ()
O(Q)* ~ St
b) La transposée de lisomorphisme précédent est (via lidentification O(Q)** = O(Q))
Vapplication p— f, € O(Q), ou

1
fulz) = /P P

46. On définit les opérateurs 9, 91 sur II(m,0) par dualité.
47. C’est méme un isomorphisme de G-représentations, si I’on remplace O(Q2) par Q(Q).
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Soit )
S= VeCterpm C O(Q)
le sous L-espace vectoriel de O(Q2) engendré par les fonctions ﬁ pour x € Q,. Si f € S,
on note py 1'élément de (St*")* qui correspond & f via l'isomorphisme O(£2) ~ (St**)*.
Explicitement,

uf=Zam(5w— Z% 0o Si fzzch”xes.

z€Q, z€Qy T€EQp

Notons que S est dense dans O(€) (cela découle directement de la proposition 1.9.12 et du
théoréme de Hahn-Banach).
Le théoréme 1.9.7 donne un sens a la définition suivante :

Définition 1.9.13. — Si f =) ,cq, = € 8, on définit un opérateur linéaire continu
Ty : TM(r,0)* — I(m,0)", Ty(l) = > aq(0—2)~'(1) € I(m,0)".
z€Qp
Notons que par construction on a pour tous ! € II(7,0)*,v € II(7,0), f € S
(10) @00 = 3 asdna() = [ oy,
r€Q, Pl(Qp)
puisque ¢;,, s’annule & 'infini.
Proposition 1.9.14. — Soit f € O(Q) et soit (fn)n une suite d’éléments de S qui converge

vers f dans O(Q). Alors la suite d’opérateurs Ty, converge faiblement vers un opérateur
continu Ty : II(m,0)* — II(m, 0)*.

Démonstration. — Posons g,, = f, — fn_1, de telle sorte que g, € S tend vers 0 dans O().
Sivell(m,0) et € Il(m,0)* on a

mmwz/ Drutig,.
P1(Qy)

Comme g,, tend vers 0 dans O(1Q), p,, tend vers 0 dans (St**)* (par dualité de Mo-
rita) et donc pg, tend faiblement vers 0 dans (St*)*, ce qui permet de conclure que
lim, o0 (T}, (1),v) = 0. Combiné avec le lemme 1.5.10 et la réflexivité de II(m,0), cela
montre que lim,,_ o Ty, (1) = 0 dans II(7, 0)*. Ainsi, lim,_,o (T}, (1) — Ty, , (1)) = 0 et
comme II(7,0)* est complet, la suite d’opérateurs (17, ), converge faiblement. La continuité
de la limite découle du théoréme de Banach-Steinhaus. O

Proposition 1.9.15. — a) Pour tous f € O(Q),l € II(w,0)*,v € II(7,0) on a

@mm:/ Doty

PH(Qp)
b) Si frn € O(Q) tend vers f € O(Q), alors pour tout l € II(7,0)* on a

li_>m Ty, (1) =Tr(1) dans II(mw,0)".

Démonstration. — a) Soit (f,), comme dans la proposition précédente, alors
(Ty(0), ) = Tim (T}, (1), v) = lim T
n—oo n—oo Pl(Qp) Pl(Qp)

la derniére égalité étant une conséquence du fait que (uy,) converge faiblement vers gy
(encore une fois, par dualité de Morita).

b) Le lemme 1.5.10 montre qu’il suffit de vérifier que lim,, o (T, (1), v) = (T¢(l),v) pour
tout v € II(m, 0)*. Cela découle directement du a) et de la dualité de Morita. O
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Le théoréme 1.9.9 se déduit maintenant facilement de ce qui précéde. En effet, la structure
de O(2)-module sur II(m, 0)* s’obtient en posant f.l = Ty(l) pour f € O(Q) et [ € II(m,0)*.
Le seul point qu’il nous reste a vérifier est que (fg).l = f.(g.l) pour tous f,g € O(Q) et
1 € TI(w,0)*. Par densité de S dans O(f2) et la continuité des applications [ — f.l et f — f.l
(qui découle des résultats précédents), on se raméne au cas ou f,g € S, et ensuite au cas

f= Ziz et g= Ziy, avec 2,y € Q. De plus (encore par continuité), on peut supposer que

x # y. Mais alors
1 1 1
fg= . ( - ) €S,
r—y \z—x z-—y
et le résultat voulu découle de I'identité

_ _ 1 _ _
@—2)to@-y) Tt =——(0-2)" = (0-y)
r—y
valable sur II(7,0)*.
Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théoréme 1.9.9, mais il nous sera
trés utile par la suite.

Proposition 1.9.16. — Tout morphisme G-équivariant continu ® : II(7,0)* — O(X,)”
est O(Q)-linéaire.

Démonstration. — Les opérateurs & et ut satisfont a™ — 1 = u*9 sur les deux espaces
(7, 0)* et O(%,,)". Puisque ® est G-équivariant, il commute & a* et u™. On en déduit que
ut®(9l) = ut 0P (1) pour tout | € II(m,0)*. Puisque ut est injectif sur O(3,,)”, on en déduit
que ® commute avec 9. Il commute donc aussi avec (9 — x)~! pour tout z € Q,. On en
déduit que ®(f.l) = f®(I) pour tout f € S et tout I € II(m,0)*, et le résultat s’ensuit grace
a la densité de S dans O(2) et au point b) de la proposition 1.9.15. O

1.10. Surjectivité de ¢

Cette section est consacrée a la preuve du résultat suivant.

Théoréme 1.10.1. — Tout morphisme G-équivariant continu et non nul ® : II(r,0)* —
O(X,)? est surjectif.

En appliquant [125, lemma 3.6] et le théoréme 1.8.8, on en déduit que le D(G)-module
O(X,)? est coadmissible. En décomposant O(X,,) selon I'action de D*, on obtient la coad-
missibilité du D(G)-module O(3,,).

La preuve du théoréme 1.10.1 se fait en deux étapes : on établit d’abord que l'image
de @ est dense en utilisant des résultats de Kohlhaase [97] sur le lien entre certains fibrés
G-équivariants sur la tour de Drinfeld et certains fibrés D*-équivariants sur la tour de Lubin-
Tate. Un argument d’analyse fonctionnelle permet alors de conclure que ® est surjectif. Les
deux étapes utilisent de maniére cruciale la structure de O(£2)-module sur II(7, 0)* et le fait
que @ est O(Q)-linéaire. Nous utiliserons aussi systématiquement les résultats du chapitre
3 de [125] concernant les modules coadmissibles sur une algébre de Fréchet-Stein (qui sera
dans notre cas l’algébre des fonctions rigides analytiques sur une variété Stein sur Q,).

1.10.1. Les tours jumelles. — Si X vit sur Q,, X désigne l’extension des scalaires
X®Qp Q,.

Lemme 1.10.2. — Soit F : X — Y un morphisme d’espaces de Fréchet, tel que F:X—>Y
soit d’image dense. Alors F' est d’image dense.

Démonstration. — Soit | une forme linéaire continue s’annulant sur I'image de F. Alors
pour tout a € Q,

[(F(z&a)) = [(F(z)&a) = a - I(F(z)) = 0.
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Donc [ o F' s’annule sur Iimage de X ®q, Qp dans X. Cette image étant dense, on a [oF =0
et comme F est d’image dense on a [ = 0. Mais alors pour tout y € Y on a l(y) = [(y®1) = 0,
d’ou le résultat. O

Avant de prouver que ® est surjective, on va montrer que ® est d’image dense. D’aprés
le lemme précédent, il suffit de le faire pour ®.

Proposition 1.10.3. — L’image de & est dense dans O(M,)".
Démonstration. — Notons W = Im(®) I'adhérence de 'image de ® : c’est un sous-O(£2)-
module coadmissible (sur O(Q)) de O(M,,)?, puisqu’un sous-module fermé d'un module

v

coadmissible est lui-méme coadmissible et puisque O(M,,) est coadmissible, en tant que

v

O(€2)-module projectif de type fini [125]. On a donc une suite exacte G-équivariante de

v

O(£2)-modules coadmissibles

0—=>W = O(M,)” = O(M,)’/W — 0.
Comme §2 est une variété Stein, cette suite exacte revient exactement & la donnée d’une
suite exacte de faisceaux cohérents G-équivariants sur (), que nous noterons

0—>F—=G—F —0.

Le faisceau G est un fibré vectoriel, puisque M., est un revétement étale de €. Les faisceaux
cohérents F et F' aussi : comme () est une courbe lisse, il suffit en effet de voir qu’ils sont
sans torsion. Or le support de la partie de torsion d’un faisceau cohérent G-équivariant sur
O(Q) est un sous-ensemble discret de ) stable par G : c¢’est donc I'ensemble vide. La suite
exacte ci-dessus est donc une suite exacte de fibrés G-équivariants sur Q.

Pour montrer que F et G sont isomorphes, nous allons faire appel aux résultats de [97].
Commengons par fixer quelques notations. On note M(()O) la composante de M, correspon-
dant au lieu ou la quasi-isogénie est de hauteur 0, et /\;IELO) ses revétements. On note aussi /:'éo)
lespace de Lubin-Tate ([102], c’est une boule ouverte de rayon 1) et L ses revetements
(galoisiens de groupe Go/Gh,).

L’observation de base de Kohlhaase est que 'anneau (’)(/\?l,(zo)), resp. O(ZSP)), est (E,, G,)-
régulier (48 resp. (Fn,Dn)—régulier, au sens de Fontaine. Ceci va permettre de définir de
catégories de fibrés équivariants intéressants, « a la Fontaine ».

Si N est un fibré vectoriel Go-équivariant de rang r sur M(()O) et si N = HO(M80)7N), on
pose

Aa(M) = (OMD) @ 0, NI

De la régularité de (’)(M %0)), on déduit par un argument standard que I’application naturelle

(11) OMD) @5 Ap(N) = O(MD) N

Pow)
est injective, pour tout n. En particulier, A,(N) est un Fn—espace vectoriel avec action
semi-linéaire de Go/G,,, de dimension inférieure ou égale a r.

De méme, si A est un fibré vectoriel Dy-équivariant sur iéo), et si N = HO(EVEJO),./\/), on
pose

p— ] 0 D’!L
An(N) = (O(LY) @100y NP7
L’application naturelle
(12) O(LY) @ An(N) = O(LD) Doy N

est injective pour tout n.

48. Rappelons que Fy, = Qp(upn).



1.10. SURJECTIVITE DE & 69

Définition 1.10.4. — Un fibré vectoriel Gg-équivariant N sur Méo) est dit de Lubin-
Tate s'il existe n > 0 tel que application (11) soit un isomorphisme. On définit alors
Dy (N) comme le fibré Dg-équivariant sur EV(()O) dont ’espace des sections globales est le
0L G0 = O(LY)-module

HO(LY, Drr(N) = (O(LD) @5 An(N))C0.

Un fibré vectoriel Dy-équivariant N' = N sur Eu((JO) est dit de Drinfeld s’il existe n > 0
tel que lapplication (12) soit un isomorphisme. On définit alors Dp,(N') comme le fibré
Go-équivariant sur ME,") dont T'espace des sections globales est le O(M)Po = (’)(./\;léo))—
module

HOM, Dpi(N) = (O(MD) @5 Ay (N)Po.

Un fibré G-équivariant A" sur Q est dit de Lubin- Tate si (71'](302 )*(Resg, (N)) est de Lubin-
Tate au sens précédent, ot 71'](303 : Mgo) — ) est I’application des périodes de M restreinte
a la composante connexe Méo).

De méme, un fibré D*-équivariant N sur P! est dit de Drinfeld si (W]E(}f))*(Resg; WN))
est de Drinfeld au sens précédent, ou 7TI(J912 : ﬁvéo) — Pl est I’application des périodes de
Gross-Hopkins [78].

Si AV est un fibré de Lubin-Tate sur € (resp. si A est un fibré de Drinfeld sur P'), le fibré
Dyr(N) est D*-équivariant (resp. le fibré Dp,(N) est G-équivariant) et de plus il descend
en un fibré D*-équivariant encore noté Drr(N) sur P! (resp. en un fibré G-équivariant
encore noté Dp,(A) sur ().

Théoréme 1.10.5 (Kohlhaase). — a) Les foncteurs Dy et Dp, réalisent des équiva-
lences de catégories quasi-inverses l'une de l’autre entre la catégorie des fibrés G-équivariants
sur Q) dits de Lubin-Tate et celle des fibrés D*-équivariants sur P! dits de Drinfeld.

b) Si p est une représentation lisse de dimension finie de D*, le fibré p* @ Op, est un
fibré de Drinfeld et on a un isomorphisme canonique

Dp, (p* @ Op:) = O(M,,)".

¢) Les catégories des fibrés de Drinfeld et des fibrés de Lubin-Tate sont stables par sous-
objet et quotient, et les foncteurs Dy et Dp, préservent les suites exactes.

Remarque 1.10.6. — Les méthodes de Kohlhaase [97] sont élémentaires et n’utilisent
pas l'isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld, dii & Faltings et Fargues
(60, 67].

Revenons a la preuve de la proposition 1.10.3. Le fibré G est un fibré de Lubin-Tate,
d’apreés le deuxiéme point du théoréme, puisque G = Dp,(p* ® Op.). Le troisiéme point du
théoréme prouve que F et F' sont aussi de Lubin-Tate, et que ’on a une suite exacte de
fibrés D*-équivariants sur P :

0 — Dpr(F) = p* ® Ops — Dur(F') — 0.

Choisissons A un entier positif suffisamment grand pour que les fibrés Dyr(F) @ O()) et
Dir(F') ® O(X) soient a pentes positives. En tordant par O()), on a donc une injection
D*-équivariante
0— H(Dypr(F) @ O(N) = p* @ Sym™(L?)

Or, comme p* est lisse, le membre de droite est une représentation irréductible et cette
fleche est donc un isomorphisme. En outre, la suite exacte longue de cohomologie donne
I'annulation de Ho(Dyr(F') @ O(A)) = 0. Comme Dyr(F') ® O()) est un fibré de pentes
positives, il est nul et donc Dyp(F) est en fait isomorphe a p* ® O, . Par conséquent, F est

v

isomorphe a G. Ainsi, on a bien W = O(M,,)". O
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Remarque 1.10.7. — La preuve ci-dessus est simple mais ne fonctionne plus en dimen-
sion supérieure (la théorie de Kohlhaase n’est pas limitée a la dimension 1); toutefois, elle
s’applique encore si 'on remplace Q,, par une extension finie. Elle utilise de fagon cruciale
le fait que p est lisse. Si V(X) est le module de Dieudonné rationnel du groupe formel de
hauteur 2 sur Fp, V(X) est une représentation irréductible de degré 2 de D* et pourtant
'on a une suite exacte de fibrés D*-équivariants sur P! ([78]) :

0— Op1(—1) = V(X)® Op1 — Op1(1) = 0,

qui tirée en arriere a iéo) redonne la suite exacte de fibrés équivariants fournie par la théorie
de Grothendieck-Messing.

Notons qu’au passage on a démontré la

Proposition 1.10.8. — Le O(Q)-module O(X,)" avec action semi-linéaire de G est topo-
logiquement irréductible.

Démonstration. — Soit V' C O(X,)” un sous O(2)-module fermé non nul et stable sous
I’action de G. Comme on I’a vu dans la preuve du lemme 1.10.2, V est lui-méme non nul et
le paragraphe précédent montre que le (’)(Q)—module (’)(in)” avec action semi-linéaire de G
est irréductible. En particulier, V en est un sous-espace dense et par le lemme 1.10.2 on en
déduit que V est dense dans O(X,,)? ; comme il est fermé, il est égal a tout 'espace. O

Remarque 1.10.9. — Nous ne prétendons pas avoir démontré que le G-module topolo-
gique O(X,,)” est irréductible ! Toutefois il l'est effectivement : combiner [41] et le théoréme
1.1.2.

Proposition 1.10.10. — Tout endomorphisme O(Q)-linéaire et G-équivariant de O(%,,)?
est scalaire.

Démonstration. — On raisonne comme avant : il suffit de le vérifier aprés avoir étendu les
scalaires & Qp, dans quel cas cela suit de ’équivalence de catégories de Kohlhaase et du fait
que les endomorphismes du fibré D*-équivariant p* ® Op, sont scalaires (par un argument
semblable & celui utilisé pour démontrer son irréductibilité). O

1.10.2. Un résultat d’analyse fonctionnelle. — Si l'on savait que II(7w,0)* était co-
admissible comme O(£2)-module, on pourrait conclure directement que ® est surjective, car
un morphisme continu entre modules coadmissibles sur une algébre de Fréchet-Stein est
automatiquement d’image fermée [125]. Mais il semble difficile de montrer un tel énoncé
de coadmissibilité - nous 'obtiendrons uniquement comme conséquence de notre résultat
principal ! Pour conclure que 'image de ® est effectivement O(X,,)” tout entier, il reste donc
a démontrer la

Proposition 1.10.11. — Soit X une variété Stein sur Q,. Soit N un O(X)-module pro-
jectif de type fini et soit Y un O(X)-module qui soit un espace de Fréchet. Tout morphisme
continu F :' Y — N qui est O(X)-linéaire et d’image dense est surjectif.

Démonstration. — Notons N’ := Im(F') C N. Par hypothése il existe un O(X)-module N"”
tel que N N” = O(X)?, d > 0. En remplacant N par N®N” = O(X)%, Y par *?) Y o N”
et F' par F' @ id, on peut donc supposer N libre de rang fini. En raisonnant dans une base,
on est méme ramené au cas ou N = O(X), N’ =TI est un idéal de O(X).

Supposons que l'on peut trouver un nombre fini d’éléments fi,...,f, € I tels que
V(f1,--., fm) soit vide. L’idéal J = (f1,..., fm) de O(X) est de type fini, donc coadmis-
sible et donc fermé [125] dans O(X). De plus, si (U;); est un recouvrement Stein de X,

49. Noter que N (et donc Y & N”) est naturellement muni d’une structure d’espace de Fréchet, car c’est
un sous-O(X)-module fermé du Fréchet O(X)<.
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alors V(J N O(U;)) = 0, donc J N O(U;) = O(U,) par le Nullstellensatz affinoide, pour
tout j. On en déduit que J est dense, et comme il est fermé, on a J = O(X) et donc aussi
I = O(X), ce qui finit la preuve de la proposition.

Il reste donc a montrer I'existence de fi, ..., fin. On choisit les f; par récurrence. On prend
f1 € I non nulle. Supposons fi, ..., fi_1 choisis et V(f1,..., fi—1) non vide. Donnons-nous
un recouvrement de Stein (U;) de X. Pour chaque j, V(fi,..., fi—1)NUj est affinoide et n’a
donc qu’un nombre fini de composantes irréductibles (°®). On choisit pour chaque composante
un point fermé quelconque de cette composante. Répétant cette opération pour chaque j,
on obtient une suite dénombrable (z,)n,en de points de X. Pour chaque k, on choisit un
élément &, € O(X) s’annulant en z;, pour tout j = 0,...,k — 1 et ne s’annulant pas en
zr, (Uexistence de & est facile si 'on souvient que, X étant Stein, il existe une immersion
fermée + de X dans l'espace affine; il suffit de prendre & de la forme P o, ou P est un
polynoéme bien choisi).

On va construire f; € I ne s’annulant en aucun des z,. Par hypothése, I est dense dans
O(X), il existe donc un élément h,, € I ne s’annulant pas sur lorbite de z,, pour chaque
n > 0. Par définition h,, = F(y,), avec y, € Y. Comme Y est un espace de Fréchet, sa
topologie est définie par une famille dénombrable de semi-normes (g, )n>0. Posons ¢ = 1,
puis choisissons ¢,, € Q, par récurrence sur n, de sorte que Y ;'_ cxérhi ne s’annule pas en
Zn, ce qui est possible puisque hy,(z,) # 0, et de sorte que

|Cn| max Qk(gnyn) § 2"
k=0,...,n

(cette expression a un sens, puisque Y est un O(X)-module). Notons
oo
fi=F(_crbeur) €1,
k=0

la somme Y77 cxéryr étant convergente dans Y. Soit n > 0. Alors pour tout k > n,

F(cr&ryr)(2n) = cuéi(zn)hi(2n) = 0,

et donc

fz(zn) = Z Ck&k('zn)hk(zn) 7é 0,

k=0
par choix de la suite ¢. Donc f; ne s’annule en aucun des z,.

Soit j > 0. Si Z est une composante irréductible de I'affinoide V' (fi,..., fi—1) N U;, il
existe n tel que z,, € Z par choix de la suite z, mais par hypothése f; ne s’annule pas en z,.
Ainsi, V(f) N Z est un fermé strict de Z et donc dim V(f) N Z < dim Z. Ceci valant pour
chaque composante irréductible de V(f1,..., fi—1) N Uj, on en déduit que

dlmV(fl,,fl) ﬂUj S dimV(fl,...,fi,l) ﬂUj —1

Comme (Uj) est un recouvrement ouvert affinoide admissible de X, on en déduit en passant
a la limite sur j que

dim V(fl, . 7fz) < dim V(fl, .. .,fifl),

comme voulu. O

Le théoréme 1.10.1 résulte alors de la proposition précédente (°1) (avec X = Q, Y =
II(m,0)* et N = O(X,)”) et des propositions 1.9.16 et 1.10.3.

50. Soit A une algébre affinoide. Les composantes irréductibles de I’espace affinoide SpA sont les ensembles
analytiques SpA/p, ou p est un idéal premier minimal de A; comme A est noethérienne, il n’y en a qu’un
nombre fini.

51. Noter que O(X,)” est un facteur direct de O(X,) en tant que O(2)-module, et que O(X,) est projectif
de type fini comme O(2)-module [97, prop. A5|
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1.11. Injectivité de @ et fin de la preuve

Nous allons expliquer dans cette partie la preuve de U'injectivité de ® (ce qui terminera la
démonstration du théoréme 1.1.2) et celle du théoréme 1.1.4. Cela passe par I'introduction
d’une nouvelle représentation de G, notée II(m,2), dont le dual est construit a partir de
la représentation II(w,0)* et de 'opérateur 9, ainsi que par I'étude de I’action de u* sur
II(7r,2), et plus précisément du G-module II(7, 2)“+:O, reposant sur la théorie du modéle
de Kirillov de Colmez rappelée dans la section 1.7. Nous commengons donc par 1a. Notons
que linjectivité de ® est une conséquence immédiate de V'irréductibilité de II(mr, 0), qui est
démontrée dans [41], mais nous aurons besoin de la plupart des constructions et résultats
techniques de ce chapitre dans la preuve du théoréme 1.1.4. Ces mémes résultats permettent
de démontrer I'injectivité de ® sans utiliser son irréductibilité.

1.11.1. La représentation II(7,2). — Nous avons déja observé que la G-représentation
01(3,,) s'obtient directement & partir de O(3,,), en tordant par le cocycle ¢ € Z1(G,0(Q)*),

o(g) = detg- (a—c2)2, si 9=<Z Z)eG.

Nous allons construire un analogue II(7,2)* de Q'(X,) & partir de II(7,0)*, par le méme
procédé : le travail déja effectué rend la marche & suivre évidente.

La premiére partie du théoréme 1.9.7 permet de définir une action de G sur II(7w,0)* en
posant

b
gxl=detg-(a—cd)?(gl) si g= (a d) €G.
c
Cette représentation se réalise sur l'espace vectoriel topologique II(7, 0)*, mais pour éviter
les confusions il convient d’introduire une variable formelle dz et poser
(13) (r,2)* =T(r,0)* dz, avec g(ldz) = (detg-(a—cd) %(g.1))dz

pour ! € II(w,0)* et g = (i Z

alors comme suit :

) € G. Le théoréme 1.9.7 et le corollaire 1.9.3 se reformulent

Proposition 1.11.1. — TI(w,2)* est une représentation de G et lapplication
d: (7, 0)* — (7, 2)*, d(l) = —u™(l)dz
est G-équivariante, d’image fermée.
1.11.2. Le noyau de u™ sur II(r,2). — Nous reprenons les notations des sections 1.6 et

1.7. Le but de ce paragraphe est d’établir le théoréme 1.11.7 ci-dessous.

Proposition 1.11.2. — Soit V € V(rn). Le plongement v + ¢, de (V)= dans
LP(Qy, D3 (V)T induit un plongement P-équivariant

Wy < (V)™ T(V) )" =0 LP(QG, ¢ NG (V)N (V)
Démonstration. — En utilisant le théoréme 1.7.11, on obtient
(H(V)an/n(v)lisse)u+:o _ (H(V)an)a+u+:(u+)2:O/H(V)lisse.
Le plongement I1(V)~fini ¢ LP( *, D3¢(V))" induit un plongement (52)
Iy == C LP(Q), (72D (V) D (V) VO
En utilisant la description explicite

N§(V) = Loo[[t]] @ Dar(V) et D§(V) = tNG(V) + Loo|[t] @1 Fil® (Dar (V)

52. On écrit ¢ pour I'opérateur de multiplication par ¢ sur D .. (V).
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un calcul immédiat montre que l'inclusion Nj;;(V) C t=*DZ:(V) induit un isomorphisme
canonique I'-équivariant

tTINS (V) /D (V) = (72D (V) /D (V) V=0
On obtient donc un plongement v — ¢,
matut=wt)?= * 4 —
(II(V)*™) =0 C LP(Qp, ¢ NG (V) /D (V)
En combinant ceci avec le théoréme 1.7.11 on obtient le résultat voulu. O

Soit V' € V() et fixons un isomorphisme « : Dyg (V') ~ M (). Il induit un isomorphisme
de T-modules aqi : Nt (V) ~ Loo[[t]] ®1 Mar(7) et donc un isomorphisme de I'-modules

agie 1 NG (V)N (V) ~ Loo(—1) @, Mar(7).

L’isomorphisme « induit aussi un plongement ap: : (IL(V)22 /IL(V)liss€)* — ¢ Ny, (7) K P1
(via I'isomorphisme ¢Nyg(V) K P ~ ¢t Nyio(m) X P! induit par ) et par définition apr :
(I(V)ar /TI(V)lisse)* — TI(7r,0)* est un isomorphisme. On note

v  II(m,0) ~ H(V)an/H(V)lisse
I'isomorphisme induit par la transposée de ap1 composé avec I'isomorphisme
[(H(V)an/H(V)lisse)*]* ~ H(V)an/n(v)lisse'

En utilisant le plongement ¥y introduit dans la proposition précédente on obtient un plon-
gement

U+: *
W,a H(ﬂ', 0) 0 — LC(QpaLoo(_l) AL MdR(ﬂ'))7 ,a = aqgif © Yy o (EV,OC|H(71—70)M+=0)'

Théoréme 1.11.3. — Le plongement vy o introduit ci-dessus est indépendant, & homothé-
tie prés, du choix de V € V() et de Uisomorphisme o : Dy (V) >~ M(m). De plus, pour
tout choix de V et a le diagramme suivant de P-représentations est commutatif & scalaire
pres

(7, 0)%" = = LC(Q%, Loo(—1) ©1 Mag ()"
i 1 :
(I(V) [T(V) )" =0 = LO(Qy, 1~ N (V) /N (V)

En particulier, on dispose d’un plongement P-équivariant canonique & scalaire prés :
L TI(m,2)" =0 = LC(QE, Low @1 Mar(m))" .

Démonstration. — La derniére assertion découle immédiatement de la premiére, en utilisant
le fait que comme P-représentations, II(r,0) et II(7,2) ne différent que par torsion par le
caractére (g %) — a.

L’indépendance (a4 homothétie prés) par rapport & a (& V fixé) est immeédiate (changer
o en xa avec x € L a pour effet le changement de ity en x2Lv,a, car £vga = T€va),
mais I'indépendance par rapport a V 'est nettement moins. Nous aurons besoin du résultat
suivant, qui demande quelques préliminaires. Par construction on a II(7, 0)* C tNyg(7) XP?
et méme II(7,0)* C tN1%™] K P! pour n assez grand (dépendant de V uniquement). Cela
permet de définir des applications

) . ) o n—j 0
ijp : (m,0)" — t(Nrig(W));Ef =tLoo[[t]] ®1 Mar(7), ijn =@ "oResz, o <p 0 1)

pour n assez grand et j € Z. Notons que i;,(L) = aqit(ij (1)) sil € (II(V)22/TI(V)lisse)*
satisfait L = ap1 (1) (il suffit de suivre les définitions). Enfin, on écrit { }qir v pour 'accouple-
ment entre tN (V) et t 71N (V) /N (V) induit par I'accouplement entre Da;¢(V)*[1/t] =
Ddif(V)+[1/t] et Ddif(V)+[1/t].
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Lemme 1.11.4. — SoitI1(, O)’Cﬁ:O le sous-espace de I1(m,0)* =0 engendré par les (1—n)v
avec n € (é le) etv € H(W,O)U+:O, Si L € I(m,0)* et v € I(r,0)% =0, alors pour tout n
assez grand

L(v) = ) {agi(ijn(D), agi (tv,a(©)) (07 }air,v-
JEZ
Démonstration. — Ecrivons L = api(l) avec | € (II(V)2 /II(V)liss¢)*, Légalité L(v) =
[(&v,o(v)) découle de la définition de &y,. Ensuite, le vecteur vy = &y o(v) est dans le
sous-espace de (II(V)21 /II(V)lisseyu” =0 — [(y)P—fini TI(V)lisse engendré par les (1 — n)y
avec y € II(V)P~=fini /TI(V)l5¢, On en déduit que v; € TI(V)EP=0i/T[(V)i5¢ | ce qui permet
d’utiliser le théoréme 1.7.8 et obtenir ainsi
L(v) =1(v1) =Y {ijm(), Ty (01) (0 }ait,v-
JEZ
On conclut en utilisant les égalités i; ., (L) = aait(i;,.(1)) et Ty (v1) = agi(iv.a(v)).
O

Considérons maintenant deux représentations Vi, Va € V(7) et deux isomorphismes oy :
Dipst (Vi) = M(7), oz Dyt (Vo) = M(). Soit u = a3 " o ay : Dy (Vi) = Dpgt(V2). En
appliquant le lemme précédent avec V = Vi, puis avec V = V5 et en comparant les résultats
on obtient pour tous L € II(m, 0)*, v € II(m, O)f:O et n assez grand

Y o air(in(L)), @ b (v, (0)) (077 Yait, vy =
j€Z
D Auaie (07 gy i (L)) it (07 e (1,02 (0)) (07) asit v
JEZ
Puisque les accouplements { }qif,v; sont induits par des isomorphismes A (Dpst(Vj)) ~ L,
ugir est compatible avec ces accouplements & un scalaire C prés. Ainsi, 1’égalité précédente
s’écrit
Z{al_,(llif(ijm(l’))? al_,(llif(LVth (U) - CLV270Q (v))(pij)}dif,\/l =0.
JEZ
Nous avons maintenant besoin du
Lemme 1.11.5. — Soit (v})jez une suite d’éléments de t * N (V1)/Nf.(V1), a support
fini et telle que pour tout L € TI(mw,0)* et tout n assez grand

Z{O‘l_,cliif(ij,n(L))’xj}dif,vl =0.
JEZ

Alors x; = 0 pour tout j.

Démonstration. — On a donc pour tout [ € (IT(V;)2" /TT(V;)lsse)*

Z{ijvn(l)7xj}dif,\/1 =0.

jezZ
La proposition 1.7.6 permet de construire un vecteur v € II(V;)E =0 tel que ¢,(p~7) = x;
pour tout j. Le théoréme 1.7.8 combiné avec I'hypothése montre que I(v) = 0 pour tout
I € (II(Vy) /TI(Vy)1sse)*  autrement dit v € TI(V7)1%¢, On conclut en utilisant la proposition
1.7.9. O

ut=0
c

que l'image de ty; o, — Ctyy,q, est contenue dans le sous-espace des ( (1) le )—invariants de

LC(Q}, Loo(—1) ®1 Mggr(m)". Comme ce sous-espace est nul, cela permet de conclure.
O

On déduit de ce qui précéde que ty, o, — Cly, o, s’annule sur II(m, 0) , autrement dit

)u+:0

Pour pouvoir décrire plus complétement II(r, 2 , il faut maintenant comprendre le

lien entre II(m,2) et les II*", pour II € V(7).
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Proposition 1.11.6. — Soit Il € V(). Le choiz d’un isomorphisme I(m,0) ~ T2 /TTlsse
détermine un plongement G-équivariant de (II*™)* dans II(m,2)*, qui fait de (II*™)* un sous-
espace G-stable de TI(mw,2)* contenant d(I1(mw,0)*).

Démonstration. — L’application
d: (I1*)* — (112" /T1s5¢)* ~ TI(7, 0)* — TI(, 2)*,

la premiére fleche étant [ — —u* (1) et la derniére étant simplement [ — [ dz est bien définie
et un plongement car u* est injectif d’image fermée sur I1(m, 0)*. Il reste & montrer que d
est G-équivariante, ce qui revient & montrer que

ut(gl) = detg- (a —cd) 2g(u™l)

pour tout [ € (IT**)* et tout g € G. Si ¢ = 0, découle de 'identité

+ f[a b)Y _dfa b\ |
! (o d>_a(0 d)“

dans D(G) et du fait que (II**)* est un D(G)-module. Ainsi, d est équivariante pour action
du Borel B de G et il suffit de tester que d(wl) = wd(l) pour I € (II*")*. Cela revient a
uTwl = -0 2w(utl), ou encore (en appliquant w et en utilisant la relation wd?w = 92
sur II(m, 0)*) u~l = —0%u™l. Cela découle de la proposition 1.9.6. O

Théoréme 1.11.7. — Le sous-espace H(ﬂ',2)“+:0 de TI(m,2) est stable par G et on a un
isomorphisme, canonique & scalaire prés, de représentations de G :

II(m, 2)“+:0 ~ 7 ® Mg(7).

+

Démonstration. — La stabilité de II(r, 2)* =% par G vient du fait que II(r, 2)“+:0 est dual
du conoyau de la fléche G-équivariante d : II(w,0)* — II(w,2)* (voir les propositions 1.9.1
et 1.11.1). Montrons tout d’abord que II(, 2)“+=0 est une représentation lisse de G. Com-
mengons par

Lemme 1.11.8. — Pour tout v € II(m, 2) lapplication

a b
fo:(a,bye,d) — (c d) v

est localement analytique en chacun des arguments a,b,c,d au voisinage de (1,0,0,1).

Démonstration. — La représentation II(m, 0) est localement analytique et comme représen-
tations du Borel B, II(m,2) et II(m,0) ne différent que par torsion par le caractére de B,
(a%) d/a. Donc f, est localement analytique en a,b et d. De plus,

1 0 1 =z
fv(l,O,x,l)—<x 1> .v-w(o 1) W = wfy ., (1,z,0,1),

ce qui permet de conclure. O
En utilisant le lemme précédent et un calcul immeédiat, on obtient les formules suivantes
pour Paction de g sur II(7,2)
at =out, o =-0ut, u =-0%u"t.
Ainsi, un vecteur tué par u est automatiquement tué par g. Une nouvelle application du
lemme précédent permet de conclure que II(r, 2)“+:0 est une représentation lisse de G.

Choisissons maintenant V1, Vo € V() non isomorphes (cela correspond au choix de deux
filtrations différentes sur Mgg(7)). Fixons des isomorphismes

(7, 0) ~ II(V})** /TI(Va)l$5¢ et TI(7,0) ~ I1(Va)2" /TI(V;)lisse,
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D’aprés la proposition 1.11.6, on peut donc voir (IT(V;)*™)* et (II(V2)*")* comme deux sous-
espaces de II(m, 2)* contenant d(II(m, 0)*). Notons X; et Xo les images de ces sous-espaces
dans le quotient IT(w, 2)* /d((II(w,0)*). Comme représentation de G

X, ~ (II(V;)*)* /II(7,0)* ~ 7",

En particulier, X; et X5 sont des représentations irréductibles de G et donc X; et X5
sont égaux s’ils sont d’intersection non nulle. S’ils étaient égaux, on aurait (IT(V7)*")* =
(T1(V2)?™)* (puisque ces deux sous-espaces contiennent d(II(m,0)*)), et un des résultats prin-
cipaux de [42] entraine que II(V;) ~ II(V3), ce qui contredit le fait que V1 et Va ne sont pas
isomorphes. On en déduit que X; et X5 sont en somme directe, ce qui donne dualement une
surjection G-équivariante

T(r, 2)" =0 = (I(r, 2)* /d(II(m, 0)*))* — 7®2.

ut=0

Comme on vient de voir que II(7,2) est une G-représentation lisse et comme 7 est

supercuspidale (donc un objet projectif), ce morphisme se scinde et on peut donc écrire :
M(m,2)" = == @ ¢,

ou & est une représentation lisse de G.
Le théoréme 1.11.3 permet de plonger II(, 2)“+:0 dans LC(Qy, Leo ® Mgr(7))F, de facon
P-équivariante. Si X est une représentation de P, on note X. le sous-espace engendré par

les éléments de la forme (1 — n).v, avec n € ((1) le) et v € X. On a donc

T2 ® & (LC(Q), L) )e) = (LCe(Qp, L)) ™2,

Or 7 et LCe(Q};, Loo)" sont isomorphes comme P-représentations et irréductibles (c’est un
résultat standard de la théorie du modéle de Kirillov des représentations supercuspidales de
G). On a donc nécessairement . = 0. En d’autres termes, tout vecteur de § est fixé par
Paction de I'unipotent supérieur : mais il n’y a pas de tel vecteur non nul dans LC( s Loo)t!
On en déduit que & = 0, et II(m,2)" =0 et 7 ® Mar(7) sont donc deux représentations
isomorphes de G. Il reste donc pour conclure & exhiber un isomorphisme G-équivariant
canonique, a scalaire preés, entre ces représentations.

Ce qui précéde donne en particulier que 'image de 1_1(77,2)“+=0 dans LC(Q;,LOo r
Mg (m))" est le sous-espace LC.(Qj, Lo ®1 Mar(m))". La théorie du modéle de Kirillov
usuelle pour les représentations lisses donne en outre un isomorphisme P-équivariant m ®
Mg (m) ~ LCo(Q}, Loo ®1 Mar(m))". On obtient donc en composant I'inverse de cet iso-
morphisme avec la fléche fournie par le théoréme 1.11.3 un isomorphisme P-équivariant,
canonique & scalaire prés

(7, 2)" =0 ~ 7 @ Myg(r).

Cet isomorphisme est automatiquement G-équivariant (car les deux membres sont iso-
morphes comme G-représentations & @ 7, et m est irréductible comme P-représentation).
O

En retour, le théoréme précédent permet de décrire les positions relatives des sous-
représentations (I1%*)* & Uintérieur de II(m, 2)*. Soit £ une filtration sur Mgg (7). 11 lui
correspond une représentation V; € V(w), qui vient avec un isomorphisme Dy (V) >~ M ().

Corollaire 1.11.9. — La préimage de L @7 C (H(7r,2)“+20)* dans II(m, 2)* est (II3*)*
(vu dans II(7,2)* par la proposition 1.11.6).

Démonstration. — Il s’agit de vérifier que le quotient de d((II¥*)*) par d(II(m, 0)*) est iso-
morphe & £+ ® 7, vu comme sous-espace du conoyau de d : II(w,0)* — II(7,2)* par le
théoréme 1.11.7. L’isomorphisme « : Dpg (V) ~ M (7r) identifie ce quotient a (I1*5¢)*. Dans
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la construction de I'isomorphisme du théoréme 1.11.7, on peut choisir V' = V. Admettons
qu’on a alors un diagramme commutatif

H(’]T, 2)“+:O —_ H}(i:sse
1 1
LCe(Qp, Loo ® Mar(m)" = LC(Q}, Loo[[t] © Mar(m)/Fil’(Loo((t)) © Mar(m)))"

ou les fleches verticales sont des isomorphismes (celle de droite s’obtient en composant le
modeéle de Kirillov usuel de ITz avec aqif). Comme de plus, toutes les identifications effectuées
sont canoniques & scalaire prés, le résultat s’ensuit.

Reste a justifier la commutativité du diagramme précédent. Comme on a choisi V' =V,
dans 1.11.7, il s’agit, par définition de vy, o, de justifier que le diagramme dont les fléches
sont (1 QP) équivariantes

an isse\ut = anyaTut=(ut)?= isse + isse
(TI /TIE) O:(HL)++ (=0 /T - 1T
\J/\I’Vg \I/
t
LCe(Qp, Loo ® t7 NG (Vie) /N (Vi) = LCQ}, Lo ® Nfip(Ve) /Dy (V)"

est commutatif, puisque, par définition (voir la proposition 1.11.1)7 la fleche (IIZ")* —
(7, 2)* était déduite de d = —u™ @ (IIF)* — (113" /H“SSC)* Comme les deux fléches verti-
cales sont induites par le plongement I1(V)P~fini — LP(Q;, D3, (V))", la commutativité
de ce diagramme se réduit simplement au fait que ce plongement est ( L QP ) équivariant. [J

1.11.3. Démonstrations des théorémes 1.1.2 et 1.1.4. — La proposition 1.9.16
montre que ’on peut aussi voir ® comme un morphisme

@ 1(m,2)" — Q'(Z,)”,
ce que l'on fait dans la suite de cette section.
Proposition 1.11.10. — Le morphisme © est injectif.

Démonstration. — Soit v € II(m,2)* tel que ®(v) = 0. En particulier, 'image de ®(v) dans
le quotient H, (}R(En)p est nulle. La composée de ® et de la surjection sur la cohomologie de
de Rham est G-équivariante donc se factorise par le quotient de II(7,2)* par I'image de u™ :
comme celle-ci est fermée par la proposition 1.9.1, ce quotient s’identifie, comme on ’a déja
vu, & ((II(, 2))* =%)* et on a donc une fleche G-équivariante surjective ((I1(r,2))* =0)* —
HIz(Z,)?. Or on a déja vu que, comme G-représentations, ((H(W,Q))U+:O)* ~ (1%)%2 et
que Hlz(X,)? a pour quotient (7*)%? (53). La fleche considérée ne peut donc étre qu’un
isomorphisme. Par conséquent, v € Im(u™) : il existe v’ € I(7,2)* tel que v = u™.v'. Or

0=>o() =0(utv)=u".®@).

Comme Ker(uT) = 0 sur Q'(X,)?, on en déduit que ®(v') = 0. Répétant argument, on
voit qu'un vecteur v d’image nulle par ® est en fait dans Im(u™)? pour tout j.

Voyons 1’élément v’ ci-dessus comme un élément de II(m, 0)*, ce qui est loisible puisque
les espaces vectoriels topologiques sous-jacents a II(7, 0)* et II(7,2)* sont les mémes. L’opé-
rateur u agit de la méme maniére sur II(w,0)* et TI(m,2)* et est injectif, donc v’ est dans
Im(u™)? pour tout j. De plus, comme u™ : II(7,0)* — II(7, 2)* est G-équivariant et comme
w.v est aussi dans le noyau de ®, on a aussi que w.v' est dans Im(u*)’ pour tout j. Voyons
v’ dans tNyig (1) ®PL 1 0" = (21, 22). Comme v’ € Im(u™)? pour tout j > 0, 21 est infiniment
divisible par ¢. On voit immédiatement que cela force z; = 0 en prenant une base de Nz (7)

53. Dualement, cela revient & dire que Hjp C(En)”v contient 792 comme sous-objet. Le théoréme 1.4.1
dit exactement cela, avec sous-objet remplacé par quotient ; mais cela suffit, puisque 7 est supercuspidale,
donc est un objet projectif de la catégorie des représentations lisses de G a caractére central trivial.
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sur R. Mais w.v' a la méme propriété et w.v’ = (22,21). On a donc aussi zo = 0 et donc
v/ = 0. Donc v est lui-méme nul. O

Remarque 1.11.11. — On verra plus loin (démonstration du théoréme 1.1.10) que 'in-
tersection des Im((u*)7), 7 > 0, sur II(m, 0)* (ou II(m,2)*) est en fait nulle, mais cela fait
appel a un résultat délicat de [52], que 'argument précédent permet d’éviter.

Ceci termine la preuve du théoréme 1.1.2.

Démonstration du théoréeme 1.1.4. — L’isomorphisme ¢ induit un isomorphisme
(I(m, 2)" =) =~ Hp(Sn)"-

De plus, un tel isomorphisme ® est unique & scalaire prés, d’aprés les propositions 1.9.16 et
1.10.10. En combinant ceci avec le théoréme 1.11.7, on en déduit que I’on a un isomorphisme
canonique & scalaire preés

HéR(En)p ~ 7" Q@ Mag(m)*.
Une fois ceci acquis, la deuxiéme partie du théoréme se déduit trivialement du corollaire

1.11.9. O

Remarque 1.11.12. — Tous les résultats de ce chapitre s’étendent aux fibrés O(k), k € Z.
Dans I’énoncé du théoréme 1.1.2, il suffit de remplacer II(m,0) par la représentation de G
dont le dual est ’espace topologique II(7,0)* avec action de G tordue par (a — cd) .

Pour le théoréme 1.1.4, il faut cette fois-ci considérer, pour k£ > 0, la suite exacte

+yk+1
0= O(=k)(0)" “L5 Ok +2)(80)° @ det 1 — HIL(8,)” ® Sym* — 0,

afin de décrire les vecteurs localement analytiques des représentations de Banach attachées
aux représentations a poids 0, k 4 1. L’existence de cette suite exacte se justifie comme dans
[121, p. 95-97].

Remarque 1.11.13. — La conjecture originale de Breuil-Strauch [25] était formulée de
fagon légérement différente. Nous expliquons maintenant le lien avec nos résultats.

Les auteurs de [25] travaillent avec le revétement de Drinfeld de niveau 1 + wpOp, et
nous noterons 14,0, le modéle sur Q, de son quotient par 'action de p%. Soit Ko = Q,2
et K = Qp2(**/—p). Dans [144], Teitelbaum a construit un modéle formel semi-stable
minimal inD@D, k de Y14wp0p,Kx, qui donne par uniformisation p-adique un modéle
semi-stable §1\1(1+WD0D)KP7K de la courbe de Shimura Sh(i,,0,)kx» k- Les résultats de
[81], qui étendent la théorie de Hyodo-Kato a des variétés rigides non nécessairement propres,
permettent de définir la cohomologie log-rigide de la fibre spéciale de EA]HWD@ b, qui est un
(¢, N,Gq,)-Ko-module HﬁK(EA]HwD@D,KL avec un isomorphisme H11{K(§1+wDOD,K) ® K,
K~ H}z (214wp0p 1) On montre avec des arguments semblables () a ceux de la section
1.4 que, pour toute représentation irréductible p de D*/1 + wpOp de correspondante de
de Jacquet-Langlands 7, I'on a un isomorphisme compatible aux (¢, N, Gq, )-structures des
deux membres

Home ((Hiik (E1+wp0p,k)")" 1) = 1im Hijk (Sh1 4w, 0) 500,5) [7(9)717,
KpP

ou g est une forme quaternionique telle que 7(g), = p, comme dans la partie 1.5.3. Saito
[118] a montré que la structure de (¢, N, Gq, )-module donnée par la théorie de Hyodo-Kato
classique sur I'espace vectoriel lim Hip (Sk, ke, x)[m(f)P]P était celle de M (). On déduit
donc de I'isomorphisme précédent une identification naturelle

1
HdR(El-i-wDOD)p = 7" ® Mar ()"
54. La seule chose a savoir est l'existence d’une suite spectrale pour la cohomologie log-rigide pour un

quotient il-&-wDOD — F\/X\]H_QDOD, avec I' sous-groupe de G comme dans le théoréme de Cerednik-
Drinfeld : pour cela voir [81], chapitre 7.
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Soit £ une droite de Myg (7). Via cette identification, on peut voir £+ ® 7* comme un
sous-espace de Hip(X14w,0, )" Breuil et Strauch définissent la représentation BS(L) de
G comme le dual de la préimage dans Q' (Y14 w,0,)° de L+ @ 7% (99),

Soit g une forme quaternionique telle que 7(g), = p, comme dans la partie 1.5.3. La
forme g a une représentation galoisienne associée r et r, = 7| oa, est de de Rham & poids
0,1 avec Dpgi(rp) = M (). Donc r, correspond au choix d’une droite, notée £, sur Mag (7).
On sait que II%" = II(r,)* est un quotient de (2'(X14wp0,)”)*, puisque ce dernier est
isomorphe & II(m,2) comme G-représentation, et que ce quotient correspond au quotient
T Q® Mar(m) = 7 ® Mar(w)/L', pour un certain £'. Autrement dit, 'image de la fléche
naturelle

HOInG((Ql(El-‘erOD)p)*a H(rp)an) - HomG((HéR(Zl-ﬁ-wDOD)p)*vﬂ) = MdR(ﬂ-)*

est la droite (£')*. Or, comme on I’a déja noté (remarque 1.5.11), cette fléche correspond &
la fleche naturelle

ling Q'(Sh(14wp0p)5r)[1(9)1)7 = lim Hig (Sh(14wp0p) ) [T(9)}17-
Kp KP

Le théoréme de comparaison étale-de Rham appliqué a la cohomologie de la courbe de
Shimura propre Sh(i44,0,)k» implique que la filtration de Hodge sur la cohomologie de
de Rham

ling Hag (Sh(1+wp0p)x0) [T(9)}]7 = Mar ()"
Kp
est donnée par la droite £. Autrement dit, L' = L et pour ce £, on a donc bien II¥ =
BS(L).
On recommence ensuite le méme jeu avec une autre forme quaternionique correspondant
a une filtration différente (il en existe : il suffit de faire varier la représentation résiduelle).
On a donc un autre £’ pour lequel on sait que I1%} = BS(L).
Identifions P(Mgr) & P*(Q,) via le choix de la base (£, £’) de Mygr. Soit maintenant £”
une filtration admissible quelconque, et (a,b) € P1(Q,) 'élément correspondant. Alors on a

[BS(L")] = a|BS(L)] + b[BS(L"))
et
I12] = afI1] + 1T
dans le groupe Extg ((O(X,)?)*, 7). Donc BS(L") = TT4,.

La conjecture de Breuil-Strauch dans sa formulation originale est donc un corollaire des
résultats obtenus.

1.12. Compléments : quelques corollaires et une question

1.12.1. Preuves des théorémes 1.1.9 et 1.1.10. — Nous rassemblons dans cette sec-
tion les preuves des corollaires annoncés dans 'introduction.

Démonstration du théoréme 1.1.9. — D’aprés (38, p. 20 et 174], le membre de droite est
Iimage par 1 — ¢ de (tNg(m))¥=!. Or, on a déja vu que cette image est isomorphe au

membre de gauche dans le théoréme 1.8.3. O
Démonstration du théoréme 1.1.10. — Soit f € O(3,,) une fonction infiniment primitivable.
Ecrivons

f=Y viofi
i=1

55. Comme d’habitude, p est fixée et sous-entendue dans la notation BS(L).
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avec v; € p;, ou p; est une représentation lisse irréductible de D*, et f; € O(X,,)P, pour
i=1,...,r. Fixons i et supposons p; non triviale. L’hypothése sur f implique que f; est dans
I'image de l'opérateur (u?)? sur O(%,)? = II(m;,0)*, ot m; = JL(p;) (puisque p; est non
triviale, on peut appliquer le théoréme 1.1.2) pour tout j. En outre, si l’on choisit IT € V(m;),
on peut voir f; comme un élément de (IT*")*. Le théoréme 8.4.3 de [52] dit que le sous-espace
de IT*" des vecteurs tués par une puissance de 4 est dense dans IT1*" (cette propriété équivaut
au fait que la représentation galoisienne correspondante soit non trianguline). Cela implique
en particulier que l'intersection des Im((u*)?) sur le dual est nulle. On en déduit f; = 0. La
seule possibilité est donc que p; soit triviale, i.e. que f € O(Q). O

Remarque 1.12.1. — Un élément z de lintersection des Im((u*)?), vu comme élément
de D,i; X P!, satisfait trivialement Resz, (z) = 0. Ainsi, au lieu d’utiliser [52] on aurait pu
utiliser I'injectivité [41] de 'application Resz,, : (II*")* — Dyjg.

1.12.2. Le complexe de de Rham dans la catégorie dérivée des D(G)-modules.
— Pour n > 0, notons RT'4r(X,,) le complexe de de Rham de %, :

0,) -L al(=,).

D’aprés le théoréme 1.10.1, c’est un objet de la catégorie dérivée D°(D(G)) de la catégorie
abélienne [125] des D(G)-modules coadmissibles. On munit ce complexe de la filtration
« béte », de sorte que FIRT4r(X,) = RUqr(Z,) sii <0, FPRT4r(X,) =0sii >0 et

FORT4r(Z,) = [0 — Q%))

Proposition 1.12.2. — Pour tout V € V() on a un isomorphisme d’espaces vectoriels
filtrés (canonique & scalaire prés)

Homps(p(a)) (II(V)™)*, RTar (En)”[1]) = Dar(V),
pour tout n suffisamment grand.

Remarque 1.12.3. — a) Un résultat plus satisfaisant serait de remplacer le complexe de
de Rham par un complexe convenable de cohomologie log-rigide et d’affirmer l’existence
d’un isomorphisme canonique de (p, N, QQP)—modules filtrés entre le membre de gauche et
Dy (V). Cela permettrait de récupérer la représentation V' a partir de II(V)?".

b) L’énoncé de la proposition donne une information nettement moins précise sur II(V)*"
que la conjecture de Breuil-Strauch. Au moins pour les V' € V(w) d’origine globale, Peter
Scholze nous a d’ailleurs indiqué un argument qui devrait permettre de déduire la proposition
du théoréme de compatibilité local-global d’Emerton et du lemme de Poincaré p-adique
([129, cor. 6.13]).

¢) Pour k € Z et n > 0, notons RU4r (X, k) = RT4r(E,) ® (Sym*)* le complexe de de
Rham de ¥,, tordu par la représentation algébrique (Symk)* :

O(2,) ® (Sym*)* 24 QL(2,) ® (Sym*)*.

On pourrait aussi munir ce complexe d’une filtration, comme le font Schneider et Stuhler
dans [121, p. 95-97], en prenant le produit tensoriel de la filtration « béte » par une cer-
taine filtration sur (Sym”®)*. On obtiendrait ainsi une filtration telle que F?RI4r (X, k) =
RFdR(Zn7k‘) sii< —k, FiRFdR(En, k) =0sii>0et

FIRT 4R (20, k) = [0 = O(k +2)(Z,) @ det * 1], —k <i <0,

et on pourrait prouver l’exact analogue de la proposition précédente avec des poids de
Hodge-Tate égaux a 0, k + 1. Toutefois cela alourdit considérablement les notations.
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Démonstration. — Le cas p = 1 est un résultat de Schraen [127]. En fait, Schraen raffine
I’énoncé en un isomorphisme de (¢, N)-modules filtrés, aprés avoir muni le membre de gauche
d’un Frobenius et d’'une monodromie en s’inspirant de la théorie de Hyodo-Kato. Cela lui
permet de définir un scindage canonique du complexe introduit dans la remarque précédente :
RT4r (20, k)P" =~ (H%(Q) @ H)(Q)[~1]) ® (Sym*)*. La monodromie N est un élément du
Ext! entre ces deux composantes et le membre de gauche de la proposition se décompose en
tant que p-module comme une somme directe

Ext () (TIL(V)™)", Hgr () ® (Sym*)*) & Homp ) (I1(V)™)*, Hir () @ (Sym")*)

= Extg(Sym”, II(V)*) & Homg (St ® Sym”, TI(V)*"),
ce qui explique pourquoi en niveau 0, des vecteurs localement algébriques apparaissent a la
fois en sous-objet en en quotient de II(V)>".

Le cas p # 1 se déduit du théoréme 1.1.4. En effet, le complexe R[gr(X,)? (ou n est
choisi suffisamment grand) est scindé quasi-isomorphe & (I(r, 2)*" =9)* [—1] : en effet, tous les
groupes de cohomologie du complexe sont nuls sauf celui de degré 1 qui vaut (II(, 2)“+:0)*7
d’apres le théoréme 1.1.4. On a donc trivialement un isomorphisme d’espaces vectoriels (sans
filtration)

Hom po(p(y) (LL(V)™)*, RUqr ()7 [1]) = Dar(V),

puisque (II(rr, 2)* =0)* = 7*® Dar (V)*. Le fait que les filtrations coincident est un corollaire
direct de la conjecture. O

1.12.3. Fonctions au bord de ¥, et faisceau U — tN,jgy X U. — La dualité de Serre
pour les variétés rigides Stein [30] donne un isomorphisme de représentations de G x D*

QL) ~ HY(Z,,0).
Comme ¥,, est Stein, on a en outre une suite exacte

(14) 0= O(Z,) = lim O, — Z) = H:(%,,0) = 0
A

ou Z décrit I’ensemble des réunions finies d’affinoides admissibles de ¥,,. Notons 7, la
composée de la surjection canonique de ¥, sur ¥y avec la rétraction du demi-plan sur
I’arbre de Bruhat-Tits, dont on fixe l'origine standard. Soit B; la boule centrée en 'origine
dans l'arbre de rayon i. Si U est un ouvert de P!(Q,), il lui correspond un ouvert V de
I’arbre, constitué de la réunion de toutes les demi-droites partant de I'origine aboutissant en
un point de U, et l’on pose

‘FW(U) = llgfl O(T;l(v - Bi))p7
ce qui a un sens puisque D* agit sur 7., 1 (V — B;). Cela définit un faisceau F, sur P1(Q,).
Ce faisceau est en quelque sorte le faisceau des sections du fibré structural « au bord » de

Y. 1l est alors tentant de formuler la conjecture suivante, qui est un prolongement naturel
de la conjecture de Breuil-Strauch.

Conjecture 1.12.4. — Le faisceau Fr sur P1(Q,) est le faisceau U + tNyg(m) XU de
Colmez. La suite exacte de représentations de G (voir [41])

0 — (7, 0)* = tNyg(7) XPHQ,) — TI(7,2) — 0
s’identifie & la suite exacte déduite de (14) :

0— O, — F.(P1(Q,)) = (2(%,)")* — 0.
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1.13. Appendice : compatibilité local-global (d’aprés Emerton)

Nous expliquons dans cet appendice la preuve du théoréme 1.5.4, en suivant de maniére
pleinement fidéle Emerton [57]. Nous reprenons les notations des sections 4.1 et 5.1 (en
fixant K? et en posant X = X (K?)).

Lemme 1.18.1. — Le groupe GLy(Z,) agit librement sur X, avec un nombre fini d’or-
bites. En particulier, il existe s > 0 tel que pour tout Z,-module topologique M 1’on ait un
isomorphisme de GLo(Z))-représentations

CY(X, M) ~C°(GLa(Z,), M)®*.
Le résultat suivant est un des ingrédients de base de la théorie.

Lemme 1.18.2. — Si B est un facteur direct topologique (en tant que G-module) de C°(X),
alors B, (z,)—alg €st dense dans B.

Démonstration. — 11 suffit de le faire pour B = C°(X), dans quel cas cela découle du lemme
1.13.1 et du théoréme de Mahler (voir [113, prop. A.3] et [45, prop. 2.12] pour des résultats
généraux a ce sujet). O

La version « en famille » de la correspondance de Langlands locale p-adique pour G permet
de construire un A-module orthonormalisable IT""V, avec action continue de G, tel que pour
tout p € MaxSpec(A[1/p]) on ait un isomorphisme

I @4 k(p) = I(p).

L’existence de IT"™V est un résultat profond mais standard de la théorie, cf. par exemple
[23, 38, 96] (rappelons que nous supposons que la représentation modulo p de Gq, est
absolument irréductible). De plus, la compatibilité avec la correspondance modulo p montre
que

T o= Huniv/mHuniv
est une représentation lisse irréductible de G sur ky,.

Définition 1.13.3. — On note
M= Homff[rg} (I, CO(X, Op)m),
[T'"Y étant muni de la topologie m-adique et C°(X,Or)m de la topologie induite par
C%(X,0p). Alors M est un Or-module plat, séparé complet pour la topologie p-adique, et
on note
M* = Homp, (M, 0r)
le dual de Schikhof de M, que 'on munit de la topologie de la convergence simple. On a
réciproquement M = Hom%’ft (M*,0p).
Remarque 1.13.4. — On voit immédiatement qu’on a des isomorphismes canoniques
M p][1/p] = k(p) @a/p Mlp] > Homg" (IL(p), C*(X)[p]) ~ HomSgs (T(p), C*(X)um)

pour tout p € MaxSpec(A[1/p]).

Dans un premier temps, nous allons commencer par prouver 1’énoncé plus faible suivant.

Proposition 1.13.5. — Pour tout idéal mazimal p de A[1/p],

Homg™ (I1(p), C°(X)[p]) # 0.

Démonstration. — D’aprés la remarque 1.13.4 il s’agit de justifier que M|[p][1/p] # 0, pour
tout idéal maximal p de A[1/p]. L’idée (due & Emerton) est de démontrer cet énoncé par
interpolation p-adique, en le prouvant pour une famille dense d’idéaux maximaux (formée de
points correspondant a des représentations galoisiennes cristallines). Cela demande quelques
préliminaires.
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Lemme 1.13.6. — Le A-module M* est de type fini.

Démonstration. — Comme M™* est compact, il suffit de montrer que M*/mM™* est de di-

mension finie sur kz. Or, 'isomorphisme M = Hom%’?t(M *,Or) induit un isomorphisme

(M /. M)[m] ~ Home, (M*, kz)[m] ~ Homy, (M* /mM*, k).

Il suffit donc de démontrer que (M /7 M)[m] est de dimension finie sur kr. Mais, par défi-
nition de M, on dispose d’une injection de k-espaces vectoriels

(M /7 M)[m] C Homy, (g (IT"™ /mII"™  LC(X, k1 )m).-

Comme 7 = [T"Y /mIT""Y est irréductible et lisse, le choix d’un vecteur non nul quelconque
v de T et d’un sous-groupe ouvert K, qui le fixe fournit un plongement

Homy,, ()(7, LC(X, kL )m) C (LC(X, kL )m)"» C LC(X(K,), kL)
et le dernier espace est de dimension finie sur kz, car X (X)) est fini. O]

Lemme 1.13.7. — Sip est un idéal maximal de A[l/p], alors M[p][1/p] est un L-espace
vectoriel de dimension finie, dual de M* @4 k(p), et il est non nul si et seulement si p €

Supp M*[1/p].
Démonstration. — Nous avons
Mp] = Hom@!"(M*,O,)[p] = Hom@" (M*/pM*,OL).

Le lemme 1.13.6 montre que M*/pM* est un A/p-module de type fini, donc un Or-module
de type fini, ce qui fournit des isomorphismes

Mip][1/p] = Homp (M*[1/p]/p, L) = Homp (M" @4 k(p), L).
Le reste se déduit du lemme de Nakayama. O

Vu le lemme précédent, il suffit de montrer que Supp M*[1/p] est Zariski dense dans
Spec A[1/p] (il est automatiquement fermé puisque M*[1/p] est de type fini sur A[1/p]).
Nous allons exhiber une famille C d’idéaux maximaux de A[1/p], qui est Zariski dense dans
Spec A[1/p] et contenue dans Supp M*[1/p].

Soit o une représentation automorphe de B*(A) telle que :

a) o soit non ramifiée en dehors de X.

b) J]pr #0 et USLZ(ZP) # 0.

c¢) La représentation galoisienne associée r, vérifie 7, = T.

L’action de Ty, sur o¢ définit un morphisme Ty, — L, qui s’étend par continuité en un
morphisme A[l/p] — L (puisque 7, = T), dont le noyau est un idéal maximal p, de A[1/p].
On note

C = {ps, 0 comme avant}.
Lemme 1.13.8. — L’ensemble C est Zariski dense dans Spec A[1/p].

Démonstration. — Notons que par définition, A[1/p] agit fidélement sur C%(X)y,. Il suffit
donc de montrer que tout ¢ € Nyecp agit par 0 sur C°(X),,. Comme l'action est continue,
il suffit pour cela de prouver que 3", ce C?(X)m[p] est dense dans C°(X)y. Comme C°(X )
est un facteur direct topologique de C°(X), I'ensemble des vecteurs GLq(Z,)-algébriques de
C%(X)m est dense dans C°(X)y, d’aprés le lemme 1.13.2. 1l suffit donc de justifier que

(C°(X)m)cLs(z,)—atg € P CO(X)m[p]-
pec

Mais ceci est un corollaire immédiat du lemme 1.4.7. O

On note LP(X) I'espace des vecteurs localement algébriques de C%(X ).
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Lemme 1.13.9. — Pour tout p € C, M[p] @4/, k(p) # 0, autrement dit

Homg&™ (I1(p), C*(X)[p]) # 0.
De plus, LP(X)[p] est inclus dans l’image de la fleche naturelle

I(p) @ Homg™ (T(p), C*(X)[p]) — C*(X)[p].

Démonstration. — Soit p € C, o la représentation automorphe correspondante. Comme

JE L2(Z) = 0, la restriction de r, = r(p) au groupe de décomposition en p est cristalline.

En outre, r(p) . =T Pest.
Qp

oq, Ot absolument irréductible, et donc en particulier r(p), oq
P P

Notons a < b ses poids de Hodge-Tate, et posons W = Symb_“_l(LQ) ® det 2.

D’aprés Berger-Breuil [9] et la construction de la correspondance de Langlands locale
p-adique pour G, le complété unitaire universel de o, ® W est précisément II(p). Comme
op @ W est localement algébrique, on obtient

Homg™ (I1(p), C°(X)[p]) = Homg™ (o, @ W, C°(X)[p]) = Homg (o, @ W, LP(X)[p]).
De plus, le lemme 1.4.7 montre que le morphisme d’évaluation
(0p ® W) @ Homg (o, @ W, LP(X)[p]) — LP(X)]p]
est un isomorphisme, ce qui permet de conclure (en utilisant l'injection o, @ W C II(p)). O
Ceci achéve la preuve de la proposition 1.13.5. O
Nous avons maintenant en main tous les ingrédients pour prouver le théoréme 1.5.4.

Démonstration du théoréme 1.5.4. — Montrons tout d’abord que la fléche naturelle d’éva-
luation (le produit tensoriel complété est pour la topologie 7 -adique)

(15) (Y@ 4 M)[1/p] = C(X)m
est un isomorphisme. Cette fléche s’obtient aprés inversion de p a partir de la fleche :
I™V@ M — CO(X,0L)m.

Comme IT"™V& 4 M est séparé pour la topologie 77 -adique (utiliser le lemme 3.1.16 de [57]),
on peut tester 'injectivité de (15) aprés réduction modulo 7, de ce morphisme :

Y /7y, @4 M/7p, — LC(X, kr)m-

Nous allons montrer d’abord que ce morphisme est injectif en restriction a la m-partie. Pour
cela remarquons que le lemme B.6 de [57] fournit un isomorphisme

(I /7y, @4 M /) [m] =~ Homa (A/m, T @4 M/77)
~ Homa(A/m, M/7Tr) @ a7, Huniv/ﬂL = (M/mp)[m] @a/r, Hu“iv/ﬂL
= (M/mp)[m] @, T /m = (M/mp)[m] @4, 7.
D’autre part la preuve du lemme 1.13.6 fournit un plongement
(M /7p)[m] C Homg (7, LC(X, k1) [m]).
Il suffit donc de montrer que la fléche
T @, Homy, (¢ (7, LC(X, kr)[m]) — LC(X, kr)[m]

est injective, ce qui découle du fait que 7 est lisse irréductible et LC(X, kz)[m] est lisse.
Ensuite, on vérifie sans mal que pour tout z € IT"™V @4 M on a m™z C 7wy - (IT"Y @4 M)
pour tout N assez grand (il suffit de montrer que si u € M, alors m u C 7 - M pour N
assez grand, ce qui se fait en regardant u comme une forme linéaire continue sur M*). Ainsi
tout élément de T /7; ® 4 M /77, est tué par une puissance de m, ce qui permet de déduire
I'injectivité du morphisme

M"Y /7y, @4 M /7, — LC(X, kp)m
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de son injectivité sur la m-partie.

Prouvons la surjectivité. Comme, d’aprés le lemme 1.13.6, M™ est de type fini sur A,
et comme IT"" est un A[G]-module orthonormalisable admissible, I'image du morphisme
(15) est automatiquement fermée (combiner Proposition 3.1.3 et Lemma 3.1.16 de [57]). 11
suffit du coup de montrer que I'image de (15) est dense. On a vu dans la preuve du lemme
1.13.9 que I'image de II(p) ® Hom&™ (II(p),C%(X)[p]) contient LP(X)[p]. Par conséquent,
I'image de notre morphisme contient (C%(X)y)%2(2»)=818  qui forme un sous-espace dense.
Cela finit la preuve du fait que

(N4 M)[1/p] = CO(X)m

est un isomorphisme.

Soit maintenant p un idéal maximal de A[1/p|. Pour achever la preuve du théoréme 1.5.4,
on prend la p-partie de I'isomorphisme (15). Pour calculer la p-partie du terme de gauche
on utilise le lemme 3.1.17 de [57], qui fournit des isomorphismes

(IT"™V& 4 M)[1/p][p] = Hom 4 (A/p, TV 4 M)[1/p] =
Hom 4 (A/p, M)® 41" [1/p] = M[p]@ 4, (1™ /p)[1/p] = M[p][1/p] @k(p) (p),

la derniére égalité utilisant le fait que Mp][1/p] est de dimension finie sur k(p) (lemme
1.13.7). Pour finir, il suffit d’utiliser la remarque 1.13.4 et la proposition 1.13.5. O






CHAPITRE 2

ESPACES DE BANACH-COLMEZ ET FAISCEAUX
COHERENTS SUR LA COURBE DE FARGUES-FONTAINE

2.1. Introduction

Les espaces de Banach-Colmez ont été introduits par Colmez, suite & certaines construc-
tions de Fontaine, sous le nom d’Espaces Vectoriels de dimension finie (noter les lettres
capitales) il y a quinze ans ([35]), avec pour objectif d’obtenir une nouvelle preuve de la
conjecture « faiblement admissible implique admissible » en théorie de Hodge p-adique. Rap-
pelons briévement de quoi il s’agissait.

Soit C' le complété d’une cloture algébrique de Q. Colmez définit les espaces de Banach-
Colmez comme foncteurs sur la catégorie des C-algebres sympathiques ™ a valeurs dans les
Q,-espaces de Banach. Deux exemples simples de tels foncteurs sont les suivants : d’une part,
si V est un Q,-espace vectoriel de dimension finie, le foncteur qui & une algébre sympathique
A associe V, noté encore V' et que I'on appellera un Q,-Espace Vectoriel de dimension finie;
d’autre part, si W est un C-espace vectoriel de dimension finie, le foncteur qui & une algébre
sympathique A associe A ®c W, noté encore W et que I'on appellera un C-FEspace Vectoriel
de dimension finie. Un espace de Banach-Colmez est alors un foncteur ne différant d’un C-
Espace Vectoriel de dimension finie que par des Q,-Espaces Vectoriels de dimension finie :
par définition, tout espace de Banach-Colmez admet une présentation comme quotient par
un Q,-Espace Vectoriel de dimension finie V' d’une extension d’un C-Espace Vectoriel de
dimension finie W par un Q,-Espace Vectoriel de dimension finie V. Cela permet d’attacher
a une telle présentation d’un espace de Banach-Colmez deux entiers : sa dimension dimc W
et sa hauteur dimq, V — dimq, V'. Cette définition peut sembler un peu étrange, mais
Colmez montre que la catégorie des espaces de Banach-Colmez est une catégorie abélienne,
que le foncteur d’évaluation sur C' est exact et conservatif et que les fonctions dimension et
hauteur ne dépendent pas de la présentation et définissent deux fonctions additives sur cette
catégorie. De fagon remarquable et suprenante, car leur définition n’en fait pas mention,
I’étude des espaces de Banach-Colmez fait naturellement apparaitre certains anneaux de
Fontaine utilisés en théorie de Hodge p-adique.

Les propriétés de la catégorie des espaces de Banach-Colmez ont ensuite été explorées par
Fontaine et Plit. Elles font fortement penser aux propriétés bien connues de la catégorie
des faisceaux cohérents sur une courbe. Ceci a amené Fargues et Fontaine, en conjonction
avec d’autres indices, & deviner ’existence d’une courbe, qui porte aujourd’hui leur nom,
dont ’étude devrait refléter les résultats fondamentaux de la théorie de Hodge p-adique. Le
développement de la théorie a pris quelques années et ’on dispose maintenant de plusieurs
points de vue sur la courbe de Fargues-Fontaine : le point de vue « algébrique », qui était la
perspective initiale de Fargues et Fontaine ; le point de vue « analytique », qui est souvent
le plus pratique; et enfin le point de vue de la théorie des diamants de Scholze, qui est le

1. Les algébres sympathiques sont un certain type d’algébres perfectoides. Pour la définition précise, voir
la définition 2.6.1.
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plus abstrait mais a l'intérét de faire comprendre pourquoi la courbe de Fargues-Fontaine
est un objet naturel et fondamental pour la théorie p-adique. La définition la plus rapide de
la courbe de Fargues-Fontaine X (pour le corps Q,) est sa définition adique. Notons C’ le
basculé du corps perfectoide C' et soit p* € C” tel que (pb)’i = p. Soit

Y = Spa(W(Oc»), W(Ocs)\V (p[p’])-
L’espace adique Y est muni d’un opérateur ( agissant proprement discontiniiment ; on définit
X =Y/2.

A ce stade, il était naturel de se demander quelle relation précise entretiennent la catégorie
des faisceaux cohérents sur la courbe de Fargues-Fontaine et celle des espaces de Banach-
Colmez. La solution n’est pas immédiate, car on se convainc facilement que ces deux caté-
gories abéliennes ne sont pas équivalentes. L’objectif de ce chapitre est de répondre & cette
question et d’explorer quelques problémes liés.

2.1.1. Résultats principaux et plan du chapitre. — Nous commencons par redéfinir
la catégorie des espaces de Banach-Colmez dans la section 2.2. Notons Perfs la catégorie
des espaces perfectoides sur C. Nous munissons Perfo de la topologie pro-étale (). Deux
exemples simples de faisceaux sur ce site a valeurs dans la catégorie des Q,,-espaces vectoriels
sont le faisceau G, qui & S € Perf associe Og(S5), et le faisceau constant Q, associé & Q,,.

Définition 2.1.1. — La catégorie BC des espaces de Banach-Colmez est la plus petite
sous-catégorie abélienne stable par extensions contenant les faisceaux Q, et G, de la caté-
gorie des faisceaux de Q,-espaces vectoriels sur Perfc progt-

Cette définition donne en fait naissance & une catégorie équivalente a la catégorie origi-
nale de Colmez ). Des exemples naturels d’espaces de Banach-Colmez, hors des exemples
évidents, sont fournis par la théorie des groupes p-divisibles. Cela explique (¥) Iapparition
d’anneaux de Fontaine dans I’étude de BC. Nous décrivons briévement comment a la fin de
la section 2.2.

Afin de relier la catégorie BC a la courbe de Fargues-Fontaine, il nous faut considérer
une t-structure différente de la ¢t-structure standard sur la catégorie dérivée bornée D(X) =
DP(Cohx) de la catégorie abélienne Cohx des faisceaux cohérents sur X. La catégorie
Cohx est trés bien comprise, grace a [66] : on peut définir des fonctions rang et degré, et
la filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré vectoriel sur X ; on dispose d’un théoréme de
classification des fibrés sur X, qui rappelle le théoréme de Grothendieck pour les fibrés sur
P!. Ces résultats sont rappelés dans la section 2.5.

C’est précisément 'existence d’un formalisme de Harder-Narasimhan sur X qui va nous
permettre de fabriquer une nouvelle catégorie abélienne reliée & BC. Considérons la sous-
catégorie pleine suivante de D(X) :

Cohy = {F € D(X),H"(F) =0 pour i # —1,0, H *(F) < 0, H’(F) > 0},

la notation G < 0 (resp. > 0), pour G € Cohy, signifiant que tous les quotients successifs de
la filtration de Harder-Narsimhan de G sont a pentes strictement négatives (resp. positives).
La théorie générale des paires de torsion et du tilting montre que Coh’y est un coeur abélien
de D(X).

Notre résultat principal, démontré dans la section 2.7, est alors le suivant. Bien que
la courbe X ne vive pas au-dessus de Spa(C), on peut définir un morphisme 7 du site

2. On pourrait aussi bien utiliser la v-topologie de Scholze.

3. Que les espaces de Banach-Colmez puissent étre définis comme faisceaux pro-étales avait d’ailleurs été
pressenti par Colmez ([35, p. 5]).

4. Selon le point de vue...
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des espaces perfectoides sur X, muni de la topologie pro-étale, vers Perfc pro¢r, qui induit
un morphisme 7, au niveau des topos correspondants. Dans I’énoncé qui suit, on utilise
implicitement 1’équivalence donnée par le théoréme de pureté de Scholze entre Perfc o4t €t
Perf s

,proét -

Théoréme 2.1.2. — Le foncteur cohomologie RO, induit une équivalence de catégories
abéliennes entre Coh et BC.

L’exactitude du foncteur R%7, en restriction & Cohy découle des propriétés de la coho-
mologie des faisceaux cohérents sur la version relative de la courbe de Fargues-Fontaine, qui
permettent de donner une autre définition de Coh’y : voir la section 2.6. Un certain nombre
de corollaires du théoréme sont rassemblés dans la section 2.7 : en particulier, le fait que
la catégorie BC ne dépend que de C”, le fait que les espaces de Banach-Colmez sont des
diamants et une caractérisation cohomologique des algébres sympathiques.

Il est facile de voir que 'image par R°7, de Cohy tombe dans BC. Le reste de la preuve est
plus difficile. Le point clé est de réussir a décrire les groupes d’extensions entre les faisceaux
Q, et G, dans la catégorie des faisceaux de Q,-espaces vectoriels sur Perfc 04, €n petits
degrés et de les comparer aux groupes d’extensions analogues dans Cohy, que l'on sait
calculer plus facilement. Ces calculs sont effectués dans la section 2.4 de ce texte.

L’usage de la résolutions partielle explicite de [12] raméne le calcul des groupes d’ex-
tensions & des calculs de cohomologie pro-étale, que nous faisons donc au préalable dans la
section 2.3. La connaissance de ces groupes en petit degré est suffisante, mais nous avons
choisi de mener le calcul en tout degré. Plus précisément, nous démontrons le résultat sui-
vant.

Théoréme 2.1.3. — Soitn >1 et i > 0. Notons
O(AZ) 25 QL(AR) 2 T on(AR)
le complexe des sections globales du complexe de de Rham de Ag. Alors, d’une part, pour
tout 1 > 0,
H'(AZ, Ga) = Q'(AD).
D’autre part, HO( &, Qp) = Qp et pour tout i > 0, on a un isomorphisme :
HY(AZ,Q,) = Ker(d;) = Im(d;_1) C Q' (AR).

Tous les groupes de cohomologie considérés sont des groupes de cohomologie pro-étale.

Dans le cas du faisceau Q,, le lecteur notera le contraste avec la cohomologie étale. La
premiére partie de ce théoréme se déduit facilement des résultats de [129]; la seconde est
nettement plus délicate. Pour ¢ = 0, 1, qui sont les seuls degrés nécessaires pour I'application
4 la démonstration de 1’équivalence entre Cohy et BC, on peut tout faire & 'aide de la
suite exacte de Kummer. En degré quelconque, nous y parvenons a l'aide de la version
« faisceautique » d’une variante de la suite exacte bien connue en théorie de Hodge p-adique :

0—Q, = B?L." — Bar/Biz — 0.

cris

Les mémes méthodes s’appliquent au disque unité ouvert en dimension quelconque.

La derniére section (section 2.8) de ce chapitre est relativement indépendante du reste
du texte, & I'exception précisément d’une partie de la section 2.3. Niziol a prouvé ([111])
que les groupes de cohomologie syntomique géométrique d’un schéma formel semi-stable sur
un corps p-adique sont naturellement les C-points de certains espaces de Banach-Colmez.
Notre objectif initial, au vu du théoréme 2.1.2, était de redémontrer ce résultat dans le cas
de bonne réduction, en le reliant plus directement a la courbe de Fargues-Fontaine. Nous n’y
sommes pas vraiment parvenu, mais chemin faisant nous obtenons une réinterprétation de
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certaines constructions syntomiques dans le langage de Bhatt-Morrow-Scholze [14] et une
preuve synthétique du théoréme de comparaison étale-syntomique. Le foncteur de décalage
Lny, qui faisait déja son apparition dans la section 2.3, y joue un réle crucial (®),

Terminons cette introduction en soulignant encore une fois I’analogie frappante, déja
évoquée dans l'introduction générale, entre la catégorie BC des espaces de Banach-Colmez
et celle des groupes quasi-algébriques unipotents (ou proalgébriques unipotents) de Serre
([136]). Non seulement les définitions de ces deux catégories ont un air de famille, mais
ces objets font leur apparition dans des contextes similaires. Ils interviennent tous deux en
théorie du corps de classes : voir respectivement [136] et [64]. Les groupes de cohomologie
plate (fppf) de p, sur une variété propre et lisse sur un corps parfait de caractéristique p
sont les points de groupes algébriques unipotents, de méme que la cohomologie syntomique
géométrique donne naissance & des espaces de Banach-Colmez. Il conviendrait d’expliquer
et d’explorer cette analogie.

2.2. La catégorie des espaces de Banach-Colmez

Dans cette section, nous définissons les espaces de Banach-Colmez comme faisceaux pro-
étales sur la catégorie des espaces perfectoides sur Spa(C) (définition 2.2.11). Nous expli-
quons ensuite pourquoi les revétements universels de groupes p-divisibles sur O¢ donnent
naissance & des espaces de Banach-Colmez, ce qui permet d’en fabriquer des exemples ex-
plicites (corollaire 2.2.23).

2.2.1. Espaces perfectoides, topologie pro-étale et v-topologie. — Dans tout ce
paragraphe, K = C ou K = C".

Définition 2.2.1. — Une K -algébre perfectoide est une K-algébre de Banach R uniforme,
i.e. telle que I'ensemble R° des éléments de R & puissances bornées soit borné, et telle que
le Frobenius ® : R°/p — R°/p soit surjectif (en particulier, une C”-algébre perfectoide est
simplement une C”-algébre de Banach uniforme et parfaite).

Si R est une C-algeébre perfectoide, le basculement R® est défini par

Rb,o _ ]%Il Ro/p : Rb _ Rb,o ®ch Cb.

C’est une C*-algébre perfectoide, et (R”)° = R”°. On dispose d’une application continue et
multiplicative R’ = r&lzh\ﬂ R — R de projection sur la premiére coordonnée, notée f — f=.

Définition 2.2.2. — Une K-algébre affinoide perfectoide est un couple (R, RT), avec R
une K-algébre perfectoide et Rt C R° un sous-anneau ouvert intégralement clos.

Théoréeme 2.2.3. — Soit (R, RT) une K-algebre perfectoide et X = Spa(R, RT). Alors
Ox est un faisceau et pour tout ouvert rationnel U C X, Ox(U) est encore une K-algébre
perfectoide.

Si (R*, R**) est la basculée de (R, RY), Uapplication qui & x € X associe 2> € X’ =
Spa(R’, R°T), défini par |f(2°)| = |fH(x)|©), si f € R, induit un homémorphisme entre X
et X° qui identifie les ouverts rationnels.

Définition 2.2.4. — Un espace perfectoide sur K est un espace adique sur K recouvert
par des ouverts isomorphes a Spa(R, RT), pour certaines K-algébres perfectoides (R, R™).
On notera Perf i la catégorie des espaces perfectoides sur K.

5. Méme si pour des raisons techniques, c’est p plutét que ¢t que nous utilisons.
6. Rappelons que |f(x)| est la notation consacrée pour z(f).



2.2. LA CATEGORIE DES ESPACES DE BANACH-COLMEZ 91

Introduisons maintenant deux topologies de Grothendieck sur la catégorie Perfg, la to-
pologie pro-étale et la v-topologie.

Définition 2.2.5. — Soit f:Y — X un morphisme entre espaces adiques analytiques (7)
sur K. Le morphisme f est dit affinoide pro-étale si X = Spa(R, RT) et Y = Spa(S, ST) sont
affinoides et si Y = limY; — X s’écrit comme limite projective cofiltrante de morphismes
étales Y; — X, avec Y; = Spa(S;, Sf) affinoide. Le morphisme f : X — Y est dit pro-étale
s’il est affinoide pro-étale localement sur X et sur Y.

Définition 2.2.6. — i) Le gros site pro-étale de K, noté Perf g pro6t (®) est la topologie

de Grothendieck sur Perfx pour laquelle une famille de morphismes {f; : S; — S,i € I'} est
un recouvrement si chaque f; est pro-étale et si pour tout ouvert quasi-compact U de S, il
existe un ensemble fini d’indices J C I et des ouverts quasi-compacts U; C S; pour chaque
i€ J, tels que U = J;ey fi(Us).

ii) Soit Y un espace adique analytique sur K. Le petit site pro-étale de Y est la topologie
de Grothendieck sur la catégorie des f : X — Y pro-étales sur Y, X € Perfg, avec les
recouvrements définis de fagon analogue a ce qui précéde.

iii) Le v-site de K, noté Perf ,, est la topologie de Grothendieck sur Perfx pour laquelle
une famille de morphismes { f; : S; — S, € I'} est un recouvrement si pour tout ouvert quasi-
compact U de S, il existe un ensemble fini d’indices J C I et des ouverts quasi-compacts
U; C S; pour chaque i € J, tels que U = | J;c s fi(Us).

Théoréeme 2.2.7. — Le foncteur basculement induit des équivalences entre sites
Perfc proet = Perfen 06 €t Perfe,, >~ Perfes .

2.2.2. La catégorie BC. — Donnons deux exemples simples de faisceaux pour la v-
topologie (et donc pour la topologie pro-étale).

Théoréme 2.2.8. — Le préfaisccau G, qui @ S € Perfc associe Og(S) est un faisceau
pour la v-topologie (et donc aussi pour la topologie pro-étale).

La preuve de ce résultat est difficile ([131, Th. 6.6]). Le faisceau G, est représenté par
Al la droite affine adique sur C' (qui n’est pas un espace perfectoide).

Proposition 2.2.9. — Soit T un espace topologique. Le préfaisceauT qui envoie S € Perfo
sur CU(|S|,T) est un faisceau pour la v-topologie (et donc aussi pour la topologie pro-étale).
Si T est totalement discontinu et S quasi-compact quasi-séparé, T(S) = C%(mo(S),T).

Démonstration. — La preuve est la méme que celle de [15, Lem. 4.2.12] : le point clé est
qu’un morphisme quasi-compact quasi-séparé surjectif f : S’ — S entre espaces perfectoides
quasi-compacts quasi-séparés est une application quotient au niveau des espaces topologiques
sous-jacents (car généralisante), i.e. si U C S, U est ouvert dans S si et seulement si f~1(U)
lest dans S’. O

Si T est supposé profini, en écrivant 7" comme limite projective d’ensembles finis, on
obtient que T est en fait représenté par 'espace perfectoide Spa(C%(T,C),C%(T, O¢)).

7. Rappelons qu’un point d’un espace adique est dit mon analytique si la valuation correspondante a
un noyau ouvert. Un espace adique est dit analytiqgue si aucun de ses points n’est non analytique. De
fagon équivalente, il peut étre recouvert par des ouverts Spa(R, RT) avec R un anneau de Huber-Tate. En
particulier, un espace perfectoide est analytique.

8. Dans la suite, on aura & considérer des groupes d’extensions entre faisceaux sur le site Perfc prot-
Pour éviter les problémes de théorie des ensembles, on se restreindra aux espaces perfectoides X sur C,
avec card(]X|) < k, k étant un cardinal inaccessible (donc non dénombrable). Cela suffit & garantir que tout
objet du site est localement sympathique (voir plus loin). Méme convention pour les groupes de cohomologie
pro-étale et les groupes de v-cohomologie d’un espace adique analytique.
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Définition 2.2.10. — On appellera Q,-Espace Vectoriel de dimension finie un faisceau
de la forme V, ot V' est un Q,-espace vectoriel de dimension finie ) et C-Espace Vectoriel
de dimension finie un faisceau de la forme W ®¢ G, ou W est un C-espace vectoriel de
dimension finie.

Ce texte est consacré a I’étude de la catégorie abélienne suivante.

Définition 2.2.11. — La catégorie BC des espaces de Banach-Colmez est la plus petite
sous-catégorie abélienne stable par extensions contenant les faisceaux Q, et G, de la caté-
gorie des faisceaux de Q,-espaces vectoriels sur Perfc progt-

En particulier, cette catégorie contient évidemment tous les Q,-Espaces Vectoriels de
dimension finie et tous les C-Espaces Vectoriels de dimension finie. Dans la suite, on notera
simplement Q,, au lieu de Q,, pour alléger les notations.

Remarques 2.2.12. — a) On obtiendrait une catégorie équivalente en remplacant
Perfe prost par Perfc , (cf. la remarque 2.4.2).

b) Cette définition est en fait équivalente & la définition originale de Colmez, qui était
formulée différemment, comme on le verra plus loin (corollaire 2.7.11).

¢) On pourrait remplacer Q,, par un corps local E de caractéristique p, C par C”?, et définir
la catégorie des F-espaces de Banach-Colmez comme plus petite sous-catégorie abélienne
stable par extensions contenant les faisceaux E et G,, de la catégorie des faisceaux de E-
espaces vectoriels sur Perfcs o4 (noter que désormais G, est représentable par un objet
de Perfs, & savoir Agfcrf).

2.2.3. Revétements universels de groupes p-divisibles. — Comment fabriquer des
exemples intéressants d’espaces de Banach-Colmez ? Une méthode possible, qui a I’avantage
d’étre de nature géométrique, est d’utiliser la théorie des groupes p-divisibles. Les résultats
de ce paragraphe sont dus & Fargues-Fontaine ([66]) et Scholze-Weinstein ([132]) ; nous les
rappelons pour la commodité du lecteur.

Soit G un groupe p-divisible sur O¢. Son revétement universel G est le préfaisceau qui
associe a une C-algébre perfectoide R le Q,-espace vectoriel

G(R) = lim lim lim G[p"](R°/p").
el
Ce préfaisceau sera vu dans la suite comme un préfaisceau sur Perfc pro¢t, par restriction.

Ezxemple 2.2.13. — Si G est un groupe p-divisible étale sur Og, G est isomorphe a
T(G) ® Qp/Zy,, T(G) étant le module de Tate de G. Dans ce cas, on a immédiatement
G =V(G) et G est donc un Q,-Espace Vectoriel de dimension finie.

Proposition 2.2.14. — Le foncteur G — G transforme les isogénies en isomorphismes.
De plus, si A est une O¢-algébre p-adique, G(A) ~ G(A/p).

Démonstration. — La premiére affirmation est une conséquence immeédiate du fait que la
multiplication par p est un isomorphisme de G. Pour la seconde, voir par exemple [66, Prop.
4.5.2]. O

Notons H le groupe p-divisible sur k = Fp obtenu en réduisant G modulo I'idéal maximal
de O¢. On sait ([132, Th. 5.1.4]) que G ®o, Oc/p est quasi-isogéne & H @ O¢/p. De la
proposition précédente on déduit alors facilement :

9. Pour alléger les notations, on notera le plus souvent simplement V au lieu de V.
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Lemme 2.2.15. — Soit G un groupe p-divisible sur O¢ et H sa fibre spéciale. Notons
He™ le relevement canonique ') de H o W (k). Alors G ~ H™ ®w k) Oc-

La suite exacte connexe-étale de H :
0— H®°— H— H" =0

est scindée, puisque k est un corps parfait. On en déduit immédiatement que G est la somme
directe d’'un Q,-Espace Vectoriel de dimension finie et du revétement universel d’un groupe
p-divisible connexe en fibre spéciale.

On peut donc supposer désormais G connexe en fibre spéciale (i.e. H connexe). Dans ce
cas, le morphisme de systémes projectifs

H

p

H< g ’WLH( .

induit un isomorphisme

H(R?/p) ~ H(R"),
puisque H étant connexe, il existe une isogénie w et un entier n > 1 tel que F™ = pow. Il
existe un entier d tel que H est (non canoniquement) isomorphe a Spf(k[[T1,...,T4]]), et
donc H(R") ~ (R"°°)?. On en déduit que G est représentable par I’espace perfectoide qui est
Pespace adique fibre générique sur C' du formel Spf(O¢[[T; T/ ,...,T; /p oO]]) Finalement,
on a montré dans tous les cas :

Proposition 2.2.16. — Si G est un groupe p-divisible sur O, G est représenté par un
espace perfectoide (c’est donc en particulier un faisceau).

Proposition 2.2.17. — Si G est un groupe p-divisible sur O¢, le faisceau G est un espace
de Banach-Colmez.

Démonstration. — Comme on I’a noté plus haut, on peut supposer H connexe. Alors G est
obtenu en prenant la limite inverse sur la multiplication par p du faisceau associé a la fibre
générique adique g;;d du schéma en groupes formel G obtenu en complétant formellement
G le long de sa section neutre. Cette fibre générique adique est a distinguer de la fibre
générique schématique de G, qui est un schéma en groupes étale sur Spec(C'), donc constant
de faisceau associ¢ T(G) ® Q,/Z, ainsi que de la fibre générique formelle G& o, C de G, qui
est isomorphe a Lie(G) ® G..
On a une suite exacte d’espaces adiques en groupes ([62, Th. 1.2]) :

0= T(G)® Qp/Zp = G2 [p™] = G2 — Lie(G) ® G4 = (GR0.C)** — 0,

donnée par I'application logarithme log : gad — Lie(G) ® G, qui est un revétement au sens

de de Jong. On peut appliquer a cette suite exacte le foncteur L , les morphismes de
transition étant (-) == (-). On obtient une suite exacte de faisceaux pro—étales :

(16) 0— V(G) = G — Lie(G) @ G4 — 0.

Cette suite exacte montre G est un espace de Banach-Colmez. O

Le lemme de Yoneda et le fait que les perfectoides forment une base de la topologie
pro-étale permettent de voir la catégorie dont les objets sont les revétements universels de
groupes p-divisibles sur O¢ (et les morphismes les morphismes d’espaces adiques en groupes)
comme une sous-catégorie pleine de la catégorie des faisceaux abéliens sur Perfc progt.

10. 11 s’agit du foncteur associant H(R ®w (k) k) & une W (k)-algébre adique R. Cf. [66, §4.6.3].
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Définition 2.2.18. — On note BC™P la sous-catégorie pleine de BC formée des revétements
universels de groupes p-divisibles.

La théorie des groupes p-divisibles permet de décrire explicitement les objets de BC™P :

Soit R une C-algebre perfectoide. Le complété p-adique Agis(R) de enveloppe & puis-
sances divisées de la surjection W (R"®) — R°/p est I'épaississement & puissances divisées
p-adiquement complet universel de R°/p. La construction de Agis(R) est fonctorielle en
R. On note Bl (R) = Aeis(R)[1/p] et simplement B, si R = C. Si T est un groupe
p-divisible sur R°/p, on notera M(I") I’évaluation du cristal de Dieudonné de I' sur Acyis(R).
Si T provient par extension des scalaires de k & R°/p d’un groupe p-divisible H, M(T") est
simplement M (H) ®p, Acis(R), M(H) étant le module de Dieudonné usuel de H. On a le
théoréme suivant ([132, Th. A]) :

Théoréme 2.2.19. — Si R est une C-algébre perfectoide, le foncteur I' — M(T")[1/p] de
la catégorie des groupes p-divisibles sur R°/p a isogénie pres dans la catégorie des B, (R)-

cris
modules finis projectifs avec Frobenius est pleinement fidéle.

On en déduit la

Proposition 2.2.20. — Soit R une C-algébre affinoide perfectoide. On a des isomor-
phismes fonctoriels en R

G(R) = (B

cris

(R) ®¢, M(H))#=.

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que
G(R) = H(R° /p) = Hompa 1,(Qp/Zp, H)[1/p]
= Homp: () ,(M(Qy/Zy)[1/p], M(H)[1/p])

(la derniére égalité venant du théoréme 2.2.19) et d’utiliser la description de M(H). O

Remarque 2.2.21. — On a observé plus haut que si H est connexe
G(R) = H(R™)

pour toute C-algébre perfectoide R. Autrement dit, via I’équivalence de Scholze Perfc prost >~
Perfcb ,proéts
du foncteur de Dieudonné (utilisée cette fois-ci sur Ops ), si G et G’ sont deux groupes p-
divisibles sur O¢ connexes en fibre spéciale :

le faisceau G correspond a la fibre générique adique de H ®(9%. Par pleine fidélité

Hom(G, &) = Hom(H © Ocs, H' @ Ocs) = Homp: (Bl @r M(H), Bf;, ©p M(H")),
les deux premiers Hom étant des Hom comme faisceaux. Cette remarque sera utile plus loin.

Exemple 2.2.22. — Soit G = p,. Alors G(R) = B (R)?=P. Si R = C, la suite obtenue

en prenant les C-points de la suite exacte (16) pour G reste exacte et c’est la suite exacte a1

0-Q, = (BX)? -5 0=,

cris

souvent appelée suite exacte fondamentale de la théorie de Hodge p-adique, qui apparait un
peu partout en théorie de Hodge p-adique et est & l'origine de la théorie des espaces de
Banach-Colmez.

Corollaire 2.2.23. — Tout objet de BC™P est somme directe de faisceaur Uy :=
(B ()#"=P", avec 0 < A =2 < 1.

11. Il serait plus habituel d’écrire Q, (1) au lieu de Q,, mais nous voyons simplement ici cette suite exacte
comme suite des C-points d’espaces de Banach-Colmez, sans nous préoccuper de ’action de Galois.
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Démonstration. — C’est un corollaire direct de la classification de Dieudonné-Manin qui
affirme que la catégorie des isocristaux associés aux groupes p-divisibles sur k est semi-
simple, avec un unique objet simple de pente A pour tout A € QN |0, 1], et de la proposition
précédente. O

Ce corollaire donne une description agréable de la sous-catégorie BC™P. Toutefois & ce
stade, la structure de la catégorie BC tout entiére reste encore mystérieuse : elle ne sera
élucidée que dans la partie 2.7. Pour mieux comprendre la catégorie BC, il nous faut com-
mencer par analyser les morphismes et extensions entre Q,-Espaces Vectoriels de dimension
finie et C'-Espaces Vectoriels de dimension finie.

2.3. Quelques calculs de cohomologie pro-étale

Pour mener & bien le calcul des groupes d’extensions de la section 2.4, il nous faut au préa-
lable étre capable de décrire certains groupes de cohomologie pro-étale. Ces calculs ont un
intérét en soi indépendamment du probléme que nous avons en vue et les méthodes utilisées
permettent de donner des résultats plus généraux et plus précis. Nous les effectuons dans
le cas qui nous intéresse : celui de I'espace affine, pour les faisceaux Q, et G,. Les mémes
techniques permettent de calculer la cohomologie du disque unité ouvert en toute dimension.

Sauf mention du contraire, tous les groupes de cohomologie considérés sont des groupes
de cohomologie pro-étale.

Nous allons démontrer les résultats suivants (12).

Théoréme 2.3.1. — Soitn>1eti1>0. On a :
H'(A%, G,) = Q'(AQ).

Théoréme 2.3.2. — Notons

O(AL) 25 Ql(AZ) 4 T gn(an)
le complexe des sections globales du compleze de de Rham de A%. Alors H(AZ,Q,) = Q,
et pour tout i > 0, on a un isomorphisme :

HY(AZ,Q,) = Ker(d;) = Im(d;_1) C Q' (AR).

Remarque 2.3.3. — Les cohomologies étale et pro-étale du faisceau constant Z/p* sur
Pespace affine sont les mémes, d’aprés la proposition 2.3.7 ci-dessous. Or Berkovich [11] a
prouvé que pour tout i > 0, Hi, (A%, Z/p*) = 0. On en déduit facilement que H* (A%, Z,,) =
0 pour tout ¢ > 0. Cela ne contredit évidemment pas le théoréme 2.3.2, puisque ’espace
affine n’est pas quasi-compact.

Démonstration du théoréme 2.3.1. — La cohomologie de G, se calcule aisément, grace au
résultat remarquable suivant (*3) ([130, Prop. 3.23], ot le faisceau que nous notons G, est
appelé O) :

Proposition 2.8.4. — Soitn >1et1 : A
vers le topos étale de A¢.. On a

Coproct — Al le morphisme du topos pro-étale

i, ey
R V*G‘a = Avé,
pour tout i > 0 (en particulier ces faisceaux sont nuls sii > n).
12. Dans la suite nous ignorons systématiquement ’action de Galois et donc les twists & la Tate dans

I’énoncé des résultats, bien qu’il soit facile de les suivre & la trace.
13. Qui est, notamment, a ’origine de la suite spectrale de Hodge-Tate.
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Comme Ag est Stein, donc n’a pas de cohomologie cohérente en degré positif, on en
déduit que pour tout i,
Hl( g‘v Ga) = Qi(Ag)v

grace a la suite spectrale de Leray pour le morphisme v. O

La démonstration du théoréme 2.3.2 est plus difficile et le reste de cette section lui est
consacré. Nous commencons par le cas de la dimension 1 a 'aide de la suite exacte de
Kummer et de théorémes d’annulation de Berkovich (%)
a aide de la version faisceautique de la suite exacte fondamentale en théorie de Hodge p-
adique. Notons que nous n’utiliserons dans la suite du texte que le calcul de la cohomologie
en degrés 0 et 1, pour lequel la suite exacte de Kummer suffit. Le lecteur qui le souhaite peut
donc sauter en premiére lecture le paragraphe 2.3.2.

. Puis nous traitons le cas général

2.3.1. Cohomologie de la droite affine. — Rappelons tout d’abord la proposition sui-
vante, qui servira constamment ([48, Prop. 13.2.2] et [48, Rem. 13.2.4]).

Proposition 2.3.5. — Soit I un ensemble ordonné filtrant ayant une partie cofinale dé-
nombrable et (A;)icr un systéme projectif de groupes abéliens. On note f;; : A; — A; pour
J >i. St (4;); vérifie la condition de Mittag-Leffler,

3
La conclusion reste valable si l’on suppose que chacun des groupes A; est muni d’une struc-
ture d’espace métrique complet compatible a la structure de groupe, que les f;; sont unifor-

mément continues et que pour tout i, il existe j > i tel que pour tout k > j, fix(Ax) est
dense dans f;;(A;).

Un autre fait utile est le suivant.

Proposition 2.3.6. — Soit I un ensemble ordonné filtrant ayant une partie cofinale dé-
nombrable et (F;)icr un systéme projectif de faisceaux abéliens pour la topologie pro-étale
sur un espace adique analytique X. Alors

Vk >0, Rk@fizo.

Démonstration. — Voir [15, Prop. 3.1.10]. O
On utilisera également le résultat de comparaison suivant.

Proposition 2.3.7. — Soit X un espace adique analytique sur C' et F un faisceau étale
de groupes abéliens sur X. Notons v : Xproer — Xt le morphisme de topos. Alors pour tout
1>0,

Hipout(X,V*F) = Hyy (X, F).

P

Démonstration. — Ceci est démontré dans [131, Prop. 12.8], avec X remplacé par X°,
le diamant associé a l’espace adique analytique X. Or la cohomologie pro-étale de X est
la méme que celle de X°, par définition des sites pro-étales et I'équivalence Perfe prost =~
Perfcs Lot Lia cohomologie étale de X est aussi la méme que celle de X car les sites étales
de X et X° sont les mémes : en effet, les morphismes étales descendent pour la topologie
pro-étale 1°) (voir la deuxiéme partie de la preuve de [131, Prop. 7.7]). O

14. Dans la suite, nous utiliserons sans plus de commentaire le fait que la cohomologie étale d’un espace
analytique Hausdorff au sens de Berkovich est la méme que celle de la variété rigide ou de ’espace adique
associé. Voir [86, Ch. §|.

15. Et méme pour la v-topologie, cf. (131, Prop 7.7].
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Proposition 2.3.8. — On note D le disque unité ouvert de dimension 1 sur C. On a
H'(D,Q,) = 0 pour tout i > 1. De plus, H (D, Q,,) s’identifie a I’espace O(D)o des fonc-
tions rigides analytiques sur D nulles en zéro.

Démonstration. — Pour tout n > 1, notons B,, = Spa(C(p~/*T )) la boule fermée de
rayon p~ /™.

Montrons dans un premier temps que HY (B, Q,) % est nul pour i > 1. D’aprés [10,
Th. 4.2.6], H:, (B, Z/p*) = 0sii > 2. On a donc H, (B,,Q,) = 0 si i > 2. La suite exacte

de Kummer donne une suite exacte longue
0= O(B.)" /(OB )" = H (B, Z/p) — H (B, Gin)
— HY (B, Gm) — Hg (B, Z/p") — HZ (By, Gp,).

Or d’aprés [10, Lem. 6.1.2|, H2(B,,, G,,) = 0; comme on a aussi Pic(B,) = 0 (|104, Satz
1]), on obtient
HE (B, Z/p*) = 0.

On en déduit que HZ (B,,Q,) = 0.

Calculons maintenant H'(D, Q,,). On regarde la suite exacte 17 :

0— RlyLn HY(B,,Q,) — H'(D,Q,) — lim HY(B,,Q,) — 0.

Le terme de gauche est nul (proposition 2.3.5). Or H'(B,,Q,) = H'(B,,Z,)[1/p] par
quasi-compacité de B,, ([140, Lem. 21.17.1]) et on a une suite exacte (proposition 2.3.6) :
0 — R'lim H%(By, Z/p") = H'(By, Zp) — lim H'(B,,,Z/p") — 0,

k k
oil & nouveau le terme de gauche est nul. La cohomologie du faisceau Z/p* sur B,, se calcule
indifféremment pour la topologie étale ou pro-étale, d’aprés la proposition 2.3.7. La suite

exacte de Kummer donne donc que pour tout n,

HY,(Bn,Zy) = lim O(B,)"/(O(B,)")'.
k

O(B,)" =C* {1+ > a;X",¥i, |a;|p~"/™ < 1}.
i>1

Notons M,, = {1+ Y5, a; X", Vi, la;|p~#/™ < 1}, de sorte que l'on a aussi H} (B,,Z,) =
lim M, /M2

Sif € My,,logof est bien définie et est un élément de 'espace O(B,,)o des fonctions rigides
analytiques sur B,, nulles en zéro. Notons ®,,(f) la restriction de cet élément & B,,_;. Nous
affirmons que l'application ®,, s’étend a @Mn/Mﬁk En effet, soit f € M,,. Alors ®,,(f) €
O(B,_1)5"™, ot 1, = sup{|z|, z € log(B(1,p~/"(»=1))} et ou O(-)5" pour r > 0 désigne
I'ensemble des fonctions bornées par r. Si f € Mﬁk, ®,(f) € p*O(B,_1)5™. On en déduit
que ®,, induit une fleche de 1&1 M, /Mﬁk vers le complété p-adique de O(Bn_l)(?r", qui est
O(B,,_1)5" lui-méme, et donc en particulier une fleche de im Mn/Mf{k vers O(By,_1)o-
On a donc défini pour chaque n un morphisme

®,, : H'(By, Qp) = (lm M, /ME)[1/p] = O(By_1)o.
k

1@’. Si X est un espace adique, pour nous Hét(X7 Z,) = LiLnHét(X, Z/p*) et Hét (X,Qp) =
Hét(Xv Z,)[1/p], par définition.

17. Dont I’existence découle de la proposition 2.3.6, mais se vérifie facilement dans ce cas en utilisant [48,
Prop. 13.3.1].
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Ces fléches sont évidemment compatibles quand n varie et donnent donc un morphisme
continu

®:HY(D,Q,) — lim O(By-1)o = O(D)o.

C’est un isomorphisme : pour le voir, construisons la bijection réciproque. Soit g € O(D)j,
vue comme une suite (g, ), d’é¢léments de O(B,_1)o. Pour tout n, g, est bornée, donc il
existe k, > 0 tel que p*rg, soit a valeurs dans la boule centrée en 0 de rayon p—'/®—1,
Alors exp(g,) est bien défini; c’est une fonction inversible sur B,,_;, que I'on peut en par-
ticulier voir comment un élément de H'(B,-1,Q,). On pose alors f, = p~* exp(gyn) €
HY(B,-1,Q,) (pour la structure de Q,-espace vectoriel de H'(B,,—1,Q,)). Alors f = (fn)n
est un antécédent de g par ®.

Pour conclure la preuve de la proposition, il ne reste plus qu’a montrer que les H*(D, Q,)
sont nuls pour i > 1. Soit B,, la boule ouverte de rayon p~'/™. On a une suite exacte

0— R'lim H'(B,,Q,) — H*(D,Q,) — lim H*(B,,Q,) — 0.

Le terme de gauche s’annule, car les fleches de restriction O(B,,+1)o — O(B,)o sont d'image
dense (proposition 2.3.5). De plus dans la limite inverse de droite, on peut remplacer
les groupes de cohomologie pro-étale par des groupes de cohomologie étale. En effet, on
peut remplacer les B,, par le systéme cofinal des B,. Alors, comme on I’a vu ci-dessus,
HY(B,,Q,) = H (B, Q,) pour tout i (facile). On en déduit avec ce qu’on a dit plus haut
que le terme de droite est également nul et donc H?(D,Q,,) = 0. Enfin pour i > 3, on utilise
la suite exacte

0 — R'im H'™'(B,,Qp) — H'(D,Qp) — lim H'(B,, Q) = 0

et le fait que les termes de gauche et de droite sont nuls (toujours parce qu’on peut remplacer
cohomologie pro-étale par cohomologie étale et par le début de la démonstration). O

Remarque 2.3.9. — Méme en dimension 1, il semble plus délicat de décrire explicitement
le H! étale a coefficients Q,, de la boule ouverte ou fermée, ou le H' pro-étale du disque
fermé.

On en déduit le cas n = 1 du théoréme 2.3.2.

Corollaire 2.3.10. — On a H (AL, Q) = 0 pour tout i > 1. De plus, H*(AL,Q,) = Qp
et HY(AL, Qp) s'identifie a Uespace O(AL)o des fonctions rigides analytiques sur Ak, nulles
en 0.

Démonstration. — Notons pour tout m > 0, D,, la boule ouverte de rayon m. L’existence
de la suite exacte

0 — R'lim H'"H(Dyy, Qp) — H' (AL, Qp) — lim H' (D, Q) — 0

et la proposition 2.3.8 donnent immédiatement le résultat (pour ¢ = 2, on utilise une fois de
plus la proposition 2.3.5). O

Notons qu’exactement la méme preuve donne également le résultat suivant, en dimension
quelconque. C’est de celui-ci que nous ferons usage dans la section 2.4.

Proposition 2.3.11. — Soitn > 1. On a H°(A%,Q,) = Q, et H'(AZ,Q,) s’identifie a
Uespace des fonctions rigides analytiques sur Ag, nulles en 0.
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2.3.2. Cohomologie de l’espace affine de dimension arbitraire. — Nous allons
maintenant démontrer le théoréme 2.3.2 sans restriction sur la dimension. L’idée est d’ex-
ploiter la suite exacte de faisceaux pro-étales (18 :

(17) 0— Qp — B[1/t]*=" — Bqr/Bl; — 0.

La définition des faisceaux de périodes qui apparaissent dans cette suite exacte et quelques
unes de leurs propriétés sont rappelées dans I'appendice 2.9 ; le point clé est que cohomologie
de ces faisceaux est plus accessible que celle de Q,,.

Commengcons par ’analyse de la cohomologie de Bggr / IB%IR.
Rappelons tout d’abord quelques résultats sur la cohomologie des variétés rigides lisses
Stein ([79]).

Proposition 2.3.12. — Soit X un espace Stein lisse sur un corps p-adique K, de dimen-
sion d. Les groupes de cohomologie de de Rham de X (au sens de [79]) sont les groupes de
cohomologie du compleze

OX) = (X)) = - = QYX).

Les différentielles sont strictes et les Hip(X) ont donc une topologie naturelle, qui en fait
des K-espaces de Fréchet. La topologie du dual topologique de ces K-espaces de Fréchet est
la topologie localement convexe la plus fine.

La derniére assertion traduit le fait que la cohomologie de de Rham des affinoides sur-
convergents est de dimension finie.

Lemme 2.3.13. — Soit K un corps p-adique (c¢’est-a-dire une extension finie de Qp), W
un K-espace de Banach et C* un compleze strict de K-espaces de Fréchet. Pour tout 1,

H(C)@rW ~ HI (C*@rW).

Démonstration. — On sait qu'il existe un ensemble I tel que W ~ {4(I, K), car K est de
valuation discréte. Comme C® un complexe de Fréchets, d’aprés [120, §17], on a pour tout i
C'RW ~ £o(I,C).

On en déduit immédiatement que pour tout 4
HY(C®* @xW) ~ £o(I, H(C®)),
d’out le lemme. O

On en déduit la

Proposition 2.3.14. — Soit X une variété rigide lisse et Stein sur un corps p-adique K.
Pour toute K-algébre de Banach W et tout i,

HéR(XW) = HQR(X)@KW

Démonstration. — La proposition 2.3.12 permet d’appliquer le lemme aux complexes des
sections globales du complexe de de Rham de X et a W. O

Proposition 2.3.15. — Soit X une variété rigide lisse sur un corps p-adique K, de di-
mension n. On a une suite exacte de faisceaux pro-étales sur X :

0— BdR,X — OBdR,X — O]BdR,X R0y Qﬁ( — e = OBdR,X ROy QSL( — 0.
ainsi que pour tout r € Z une suite exacte de faisceaux pro-étales sur X :

0— FﬂTBdR,X — FﬂTOBdR7X — FﬂriloBdR,X@oX Q& — = FﬂrinOBdRJ(@OX QSL( — 0.

18. Cette idée (en remplagant B par Beyis) nous a été suggérée par Gabriel Dospinescu.
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Démonstration. — Voir [129, Cor. 6.13]. Nous attirons I’attention du lecteur sur le fait que
la notation Oy, Q% désigne ici les faisceaux pro-étales v*Ox, v*Q%, v étant le morphisme
de sites de Xp ot vers Xg. O

Nous aurons également besoin du fait suivant. On dispose de morphisme de topos :
~ l// o~ A o~

Xproét — XC,ét — Xét,
dont la composée est le morphisme de topos v : Yproét — .S(Vét. Le morphisme A est induit
par le morphisme de sites X¢ ¢ — Xet tel que si U — X est étale, \*(U) = Ue. Le théoréme
d’Elkik ([56]) donne une équivalence :

@ X6 ~ X,

K'|K
K’ parcourant les extensions de degré fini de K. Si 4 < j sont deux entiers et F un fi-
bré vectoriel sur X, ]—'@KFilzBdR/FilJ Bar (1) est un faisceau de Ox,.,-modules pour toute
extension finie K’ de K, car Bqyr est une K-algébre. On peut donc par ’équivalence d’El-
kik voir ]-"@KFilleR/Fﬂ]BdR comme un faisceau étale sur X¢c, que 'on notera encore
F@xFil'Bar /Fil’ Bgr pour simplifier, en particulier dans ’énoncé suivant.

Proposition 2.3.16. — Soit F un fibré vectoriel sur X. Alors, pour tout i < j,
RUL(Fil'OBgg x /Fil OByr x @0y F) = F@Fil' Bar /Fil’ Byg.
Démonstration. — Nous affirmons que la fléche naturelle
FRgFil' Byr /Fil! By — RVL(Fil'OBgr, x /Fil! OBar x @0y F),

est un quasi-isomorphisme filtré, pour les filtrations naturelles des deux cotés. Il suffit de le
tester sur les gradués.
On a, par la formule de projection, pour tout & :

R, (gr"OByr, x ®oy F) = RU,gr*OBar x ®x-10, A1 F.
Or, d’aprés [129, Prop. 6.16 (i)],
RV.gr"OBgr x = v.gr"OBar x = Ox. (k).
Décrivons le faisceau A™'F @y-10, Ox,. Soit U un ouvert étale de Xc. Quitte a rétrécir

U, on peut supposer que U — X provient par extension des scalaires d’un ouvert étale
V — Xk, avec K'/K finie. Alors on a
MNIFU) = lim F(Vir)
K''/K' finie
D’ou :
v ®xr-10x Ox.)(U) = hﬂ F(Vir) ®v,., U= Fc(U).
K" /K finie
Par conséquent, on a bien

R, (gr*OBar, x ®ox F) = X' ForC(k).

Proposition 2.8.17. — Soitn > 1. On a H°(AL,B;) = Bii et pour tout i > 0,
H'(AZ,Bl;) = Ker(d;),

avec les notations du théoréme 2.3.2.

19. Soit G un faisceau cohérent sur un espace rigide sur K et W un K-espace de Banach. Le faisceau
G®KW est le faisceau dont les sections sur un ouvert quasi-compact U sont G(U)®xW (noter que G(U)
a une structure naturelle de K-espace de Banach). Il s’agit bien d’un faisceau, puisque &g W préserve les
suites exactes, cf. le lemme 2.3.13.
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Démonstration. — Le début de la démonstration s’applique & n’importe quel espace rigide
lisse Stein de dimension n défini sur une extension finie K de Q,. Soit k¥ > 1, et ¢ > 0.
Considérons la suite spectrale de complexes filtrés

EP'TP = HY(Xo, g (Big /1) = H'(Xo, Big /1Y)
On va supposer k > n et k > 2, ce qui est loisible, puisque I'on prendra a la fin la limite sur
k — +oo. Calculons les termes de la premiére page. Si p < 0 ou p > k, EY"""? = 0. Sinon,
gt? (B /t*) = Ox ().
Or, le lemme de Poincaré 2.3.15 donne une résolution :
0— 6X — gr’OBar — gr 'OBar R0y Qﬁ( — - = gr "OBgr ®o, % — 0.
Comme on ’a noté au cours de la preuve de la proposition 2.3.19,
RV, (gr7"OBar @0, V%) = Q% (—k).

Les différentielles dans la résolution obtenue en appliquant Ry, a la résolution précédente
vont donc de Q% _(—k) vers Q’?;l(fk — 1) et sont C-linéaires et compatibles a P'action de
Galois, donc forcément nulles. On en déduit que pour tout p > 0,

Rv,Ox (p) = @ Y. (p — k)]
k=0

et donc que si 0 < p < k,
BYP = H' (Xea, RY.Ox(p) = Q'(Xe)(p — i),
puisque X¢ est Stein.

La différentielle d; envoie EP? = QP4(X)(—q) vers EPTHY = QPHIF4(X o) (—q) et

s’identifie & d,14(—¢). Comme on a :

EP'P = Ker(EV'™P — EYTVPY Im(BY P — EDIP),
on en déduit que si 0 < p < k — 1,

By = Hig(Xe)(p — i) = Hip(X)®xC(p — i)
(la derniére égalité venant de la proposition 2.3.14), tandis que pour p = 0,
EY' = Ker(d;)(—i)
et pour p =k — 1,
By~ bR — Coker(dy) (k —i — 1).

Prenons maintenant K = Q, et X = A’ép. Sa cohomologie de de Rham en degré positif est
triviale.

Montrons par récurrence sur r > 2 que E5*"F = EP=P pour tout p et pour tout i > 0.
Supposons le résultat connu pour un r > 2. Il suffit pour obtenir le résultat pour r + 1 de
montrer que toutes les différentielles & la r-éme page sont nulles. Alors d,. envoie EP**~P =
ED'P yers Eptri—p—rtl — IR (est donc par les calculs précédents la flsche
nulle, sauf éventuellement si p = 0 et r = k — 1; dans ce cas, c’est une fleche de Ker(d;)(—1)
vers Coker(d;+1)(k — i — 2). Comme cette fleche est compatible a 'action de Galois, si elle

était non nulle, on aurait —i = k—i—2, i.e. k = 2, ce qu’on a exclu. On en déduit finalement
que la suite spectrale dégénére a la deuxiéme page. Pour tout ¢ > 0, on a donc une extension :

0 — Coker(d;)(k —i — 1) — H' (A%, Bl /t*) — Ker(d;)(—i) — 0.

Quand on passe de k a k+1, la fleche H' (AR, BT, /tF+1) — H(AZL, B, /t*) envoie le sous-
espace Coker(d;)(k — i) sur zéro, par Galois équivariance. Comme d’aprés la proposition
2.3.6,
B = R B/t
k
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on a en définitive, si i > 0 et que 'on oublie 'action de Galois :
H'(AZ, Big) = Ker(d)).

Il reste & calculer la cohomologie en degré 0. La résolution ci-dessus et la proposition 2.3.16
donnent que pour tout k > 0,

HO (A, Bl /t") = Ker (O(AQ,)Bq, Bin/t" — Q' (A, )8q,t ' Bin/t* 'Bly) .
C’est donc une extension
0 — Bip/t" — H(AZ, B /t") — O(AQ,)/QyRq,C(k —1) — 0.

Quand on passe de k & k+ 1, la fleche naturelle de HO(AZ%, B, /th1) vers HO(AZ, B, /tF)
est la fleche évidente sur le terme de gauche et le morphisme nul sur celui de droite. En
prenant la limite inverse sur k, on récupére donc finalement :

HO( gaB(—i‘rR) = Bc-ii_R
O

Remarque 2.3.18. — Plutdt que d’utiliser la suite spectrale d’un complexe filtré, on pour-
rait utiliser le quasi-isomorphisme, valable pour toute variété rigide lisse sur une extension
finie K de Q,, de dimension n :

RUBJ, = Ox®k Bl — Qx®@kt 'Bip — -+ — Qx®xt "By

(la différentielle du complexe de droite étant donnée par la différentielle du complexe de de
Rham de X)), qui se montre en reprenant les arguments de la proposition 2.3.16 et dont on
reparlera plus bas (remarque 2.3.21 et proposition 2.8.6).

Proposition 2.3.19. — Soit n > 1. On a H°(A%,Bqr) = Bar et pour tout i > 0,
H'(AZ,Bgr) = 0.

Démonstration. — Pour k > 1, notons Uy, la boule fermée de rayon p* et Uy, la boule ouverte
de rayon p*. Observons que

RT'(AZ,Bar) = R L%l RU(Uy,B4r) = R Li%n(RF(ﬁk,]BJR)[l/t]),

par quasi-compacité de Uy. Pour tout k, la fleche

RI(Us1.B{)[1/t] — RD(Uy, Biy)[1/1]
se factorise a travers RT'(Uy41, BJz)[1/t]. Par conséquent, 'isomorphisme précédent peut se
réécrire :

RI(A%, Bar) = R lim(RT Uy, Bp)[1/4).
k

Or la proposition 2.3.17, ou plutdt sa preuve (qui s’adapte au cas du disque ouvert, puisque
sa cohomologie de de Rham en degré strictement positif est elle aussi triviale), montre que
pour tout ¢ > 0 et tout k > 0, Hi(Uk,IB(J{R) est annulé par t et que HO(Uk,Bji'R) = B(J{R. On
en déduit I’énoncé cherché. O

D’ou finalement :

Proposition 2.3.20. — Le groupe H°(AZL,Bar/Bl;) est une extension de Ker(di) =
O(AR)/C par Bar/Biy et pour tout i >0, H'(A%,Bar/Blg) = Ker(di+1) = Im(d;).

Remarque 2.3.21. — La méthode utilisée permettrait de décrire plus généralement la
cohomologie de IB%(J{R y et Bar,x pour X un espace Stein lisse sur un corps p-adique. La
cohomologie de BXR se calcule a ’aide du quasi-isomorphisme :

RV;B(TR,X = 0X®KB;R — Q&—@KtilB;_R — e = Q&@KtinBc—fR,
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évoqué dans la remarque 2.3.18. On déduit de cet isomorphisme 'existence d’un triangle
distingué :

Q;(@KB:{R — RVLB;{R,X - (0— Qk@}{t—lB;R/t SN Q?(@Kt_nBcTR/t)-
Le complexe de droite se dévisse lui-méme & nouveau comme extension de
0—-0— Q%@Kt*2B(TR/t*1 RGN Q}@KtinBj_R/tfl

par Q}@KC’ (—1). L’hypercohomologie de ces complexes se calcule facilement a ’aide de la
proposition 2.3.14. Pour le faisceau Bgg, sa cohomologie devrait pouvoir se calculer comme
dans la preuve de la proposition 2.3.19, en choisissant un recouvrement affinoide admissible
(Uk)r de X et une présentation surconvergente de chaque Uy (c’est au moins possible en
dimension 1, voir le paragraphe 2.8.5) : de cette fagon, on peut présenter X comme limite
inverse d’espaces Stein (V}), avec pour tout k, Vi, C Uy.

Voici le résultat que 'on obtient pour X Stein lisse de dimension 1, sous I'’hypothése
additionnelle que X est connexe. On a :

H°(Xc,BlR) = Biz i H(Xc,BjR) =0, sii>1
et une extension
0 — Hip(X)®x By — H (Xc,Big) — QX)@xt ' Bly /Bl — 0.

(on utilise le fait que Hig(X) = 0 si i > 2, et aussi pour ¢ = 2 puisque par dualité de
Poincaré H3g(X) = HgR’C(X)* =0). On a aussi :

H°(X¢,Bar) = Hig(X)®xBar ; H'(Xc,Bar) =0, sii> 1

Via ces identifications, la fleche naturelle H'(X¢,Blg) — H'(Xc,Bar) se décrit comme
suit : sur le sous-espace H(}R(X)@KBCTR, c’est la fleche évidente HéR(X)@KBCTR —
HéR(X)@KBdR; sur le quotient Ql(X)@Kt_lB;R/B$R, c’est la composée de la projection
QUX)®xt By /Bix — Hig(X)®xt ' Big/Bin avec I'inclusion H}g(X)®x Bar/Big.

Par conséquent, le groupe H®(Xc,Bar/Bly) est une extension de O(X¢)/C par
BdR/B;iLR' On a Hl(Xc,BdR/BE;R) = HéR(X)EéKBdR/t_lBJR et Hi(XC7BdR/Bd+R) =0si
> 1.

L’analyse de la cohomologie de B[1/t]?=! est plus subtile. On va prouver le résultat
suivant.

Proposition 2.3.22. — Soit n > 1. On note D" le disque unité ouvert de dimension n.
Pour tout i > 0,

H'(Dg,B[1/t]7~1) = 0.
De méme, pour tout i > 0,
H'(AZ,B[1/6]7=) = 0.

Dans tout ce paragraphe, I désigne un sous-intervalle compact de ]0, 1[ & extrémités des
nombres rationnels. Nous allons commencer par décrire la cohomologie du faisceau Br[1/t].
Modulo une hypothése formulée ci-dessous (preuve de la proposition 2.3.25) et appelée
(), nous obtiendrons des résultats plus fins, sans inverser ¢. Ces résultats conditionnels
n’interviennent pas dans la démonstration de la proposition 2.3.22; nous les mentionnons
seulement car ils mettent en évidence I'importance du foncteur L.

Avant de calculer la cohomologie du disque ouvert ou de 'espace affine, traitons le cas
d’une couronne ouverte. Soit r, 7’ deux nombres rationnels. Notons

Crrr = Spa(Qu(p'T1, ... ,pTTn,p"/Tfl7 . ,pT/Tn_1>)
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et p". On notera simplement T pour T1, ..., T, et de méme

/
r

la couronne fermée de rayons p~
pour les autres variables qui apparaissent. On note C, ,» la couronne ouverte de rayons p~
et p”; c’est une variété Stein.

Lemme 2.3.23. — Notons

(Roo, RE) = (CLO"D)P™ (07 TP, Oc (07 D)™ (5 TP,

Alors

Bi(Roo, RL) = Br{([p"]" X)V/P™ , ([p"]" X~ H)1/P™),

avec pour tout i, X; = [T;].
Démonstration. — Pour toute algébre affinoide perfectoide (S, ST), on a par définition

B(S,58%) = W(SH) <[%] [Z]>,

si I = [a,b] et |a] = a, |3] = b. On a donc :
Bi(Roo, RE) = W(RZ) <i 7>.
Or
W(RL) = Ainf«[pb]ri)l/p‘x” ([pb]r’X—1)1/p°°>’

comme on le voit immédiatement en utilisant I’adjonction entre vecteurs de Witt et bascu-
lement. D’ott

. S AN oo « X o o oo
Bi(Foe, RE) = Aucl (120 (07 X)) (B 2 = B0 () 1),
la derniére égalité étant obtenue en prenant (S, ST) = (C, O¢) dans la formule ci-dessus. [

On aura également besoin de la proposition suivante.

Proposition 2.3.24. — Soit A un anneau, g1,...,9, € A et f € A non diviseurs de

zéro. Soit M un A-module sans f-torsion. Si hy, ..., hg sont des endomorphismes de M qui
commutent, on note Kp;(hy,...,hq) le complexe de Koszul
M>@P v @ M- H M.
1<i<d 1<ii<iz<d 1< < <ip<d
ot la différentielle de M en position i1 < --- < i vers M en position j1 < ..., < Jr+1
est non nulle seulement si {iy,...,ix} C {j1,...,jk+1} et vaut dans ce cas (—1)™ 1h,,, m

étant lunique indice entre 1 et k+ 1 tel que jm & {i1,... ik}
(i) Si f divise tous les g;,

K9, - 9n) = Kn(91/fs- - gn/f)-
(i) S’il existe un i tel que g; divise f, nyKna(g1,--.,9n) est acyclique.
Démonstration. — Voir [14, Lem. 7.9]. O
Proposition 2.3.25. — On a des quasi-isomorphismes :
RU(Crpr 0y Br[1/8]) =~ Q*(Cr0r) ®q, Bi[1/1].
En outre, si l'on admet Uhypothése (%) ci-dessous, on a méme

RU(Cr v c60, Lne RV,B) ~ Q*(C.,v) ®q, Br.
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Démonstration. — Tout d’abord, comme B; ~ B ;) pour tout entier k € Z et comme
(pour la deuxiéme assertion) o(t) = pt, avec p inversible dans By, on peut supposer I C
[p~1, 1. On sait alors que t et [¢] — 1 différent par une unité de Bj.
Notons R = C(p"T, pr/I_1> et
Roo = C{('D)" "™, (p"' T~ 1)V/P7),
comme dans le lemme. Notons ér,r/,C = Spa(Rwo, RL). On sait que

H(C,,1.0,B1) = Br(Roo, RL)

et que

Hi(Cr,r’,Cle%I) =0

si ¢ > 0, d’aprés la proposition 2.9.3. En outre, la proposition 2.9.4 dit que les sections de
B; sur le produit fibré de C, ,/ ¢ k-fois avec lui-méme au-dessus de é’r,r’,C sont

C%(Zy™ ', Bi(Roo, RL)).

La suite spectrale de Cartan-Leray pour le recouvrement pro-étale C’m,/,c — C_'r,r/,c dégénére
donc et identifie le complexe de cohomologie de B; sur C_r,r',c au complexe de cohomologie
continue du groupe Z7 agissant sur Br(R, RY,); autrement dit, la fleche

RTcont(Z), Bi(Roo, RY,)) = RU(Cyv 0, By)

est un quasi-isomorphisme. On a donc également, en appliquant Lr; des deux cdtés, un
quasi-isomorphisme

LntRFcont(Z;L7 BI(ROO7 R;_o)) — LntRF(CT,T’,C,éty RV;IBI)

Le résultat suivant devrait étre vrai mais nous ne I'avons pas démontré. Nous le formulons
donc comme une hypothése.

Hypothése (x). Soit S un espace affinoide lisse sur Spa(C, O¢). La fléeche naturelle
L’I’]tRF(S, BI) — RP(Sét, L’I]tRl/;BI>

est un quasi-isomorphisme.

Si 'on admet cette hypothése, on a donc un quasi-isomorphisme
LntRFcont(Z$7 BI(Rooa R;)) — Rr(ér,r’,C,ét> LntRViBI>

Pour obtenir le premier quasi-isomorphisme de ’énoncé de la proposition, il ne reste donc
plus qu’a calculer le membre de gauche, ce que nous allons faire & ’aide des complexes de
Koszul. On note (7y1,...,7v,) le systéme de générateurs canonique de Z,. Le lemme 2.3.23
affirme que

Bi(Reo, RL) = Bi{((P')" X)V/P™, ()" X177,
avec pour tout i, X; = [T;]. On peut donc décomposer :

BI(ROmR:O) = BI(ROQ,R:O)int o) BI(Rm7R;)nonint,

avec Br(Roo, RL)™ = Br([p’]" X, [p°]” X 1) et Br(Roo, RE )"0 le sous-By ([p°]" X, [p°]” X~ 1)-
module complet de Bj(R, RL)) engendré par les monomes a coefficients non entiers.
Pour tout 3 > 0, le groupe de cohomologie H}? (Z3, Br (R, R, )monint) est annulé par

cont
t, et donc
LntRFcont(Z;l7 BI(Roov Ri_o)nonint) =0.

La preuve de cette assertion est tout a fait analogue a celle de [14, Lem. 9.6] : on montre que
la multiplication par ¢ sur Rfcont(Zg, Br(Roo, RE )1°1int) est homotope & zéro. En écrivant ce
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complexe de cohomologie comme complexe de Koszul, on se rameéne & fabriquer I’homotopie
pour le complexe

By (B, RE™ (01 X0 T X)) ™ By(Reo RE)™ () XD [ () X,)°0,

J#i J#i

avec 1 <i<m,al(i) =m/p", r>1et m e Z\pZ, qui est quasi-isomorphe au complexe

/PT]_l

By(Roo, RE)™ ™51 By (Roc, RE)™,

On conclut pour ce complexe en utilisant le fait que ¢ divise v B (ici on utilise I'hypothése
sur I). Nous renvoyons a loc. cit. pour les détails.

Au contraire, dans le complexe de Koszul de By (R, RL)™t, toutes les fleches sont divi-
sibles par t, donc on a d’aprés la proposition 2.3.24 (ii) :

-1 Yn — 1
( ).

LntKBI(RomR;ro)int(,yl - 1a"'77n - 1) = KB[([pb]TK,[pb]TK_l) ¢ [N n

On sait qu’a une unité de By prés, pour chaque 1, 'Y"’t_l et X;d/dX; coincident ([14, Lem.

12.3]). Le complexe considéré est donc quasi-isomorphe au complexe

d d
Kp (o X, o7 x 1) <X1d7X1’ T "an> )
qui est lui-méme quasi-isomorphe au complexe de de Rham
Q% (Cp) @QPBI.

en utilisant la base dlog(X;),...,dlog(X,). Ceci prouve le deuxiéme quasi-isomorphisme
de I’énoncé, modulo l’hypothése ( )-

Enfin, notons que RI'(C,, cs, RV.Br) et Ly RU(C,.,» ¢, Rv.B;) sont tous deux iso-
morphes & RT(C,..» ¢ ¢, RV,B;[1/t]) aprés inversion de ¢ (par quasi-compacité de C,.,) ; par
conséquent le premier quasi-isomorphisme de I’énoncé est vrai de fagon inconditionnelle. [

Remarque 2.3.26. — La partie de la preuve ci-dessous qui consiste & exprimer la coho-
mologie de B; comme cohomologie d’'un complexe de Koszul est standard depuis Faltings,
et valable si 'on remplace I'algébre R qui y apparait par une algébre affinoide « petite » au
sens de Faltings. Néanmoins pour une telle algébre R, il ne semble pas évident de décrire le
complexe de Koszul de By (R) (R étant Uextension perfectoide pro-étale de R déterminée
par le choix d’une carte) en termes du complexe de de Rham de Spa(R). Cela est proba-
blement possible aprés choix d’un modéle formel convenable de R, mais strement délicat a
mettre en oeuvre, surtout si 'on veut des quasi-isomorphismes fonctoriels.

En outre, le complexe de de Rham d’un affinoide n’est pas trés sympathique; il vaudrait
donc mieux travailler avec des affinoides surconvergents, ce qui introduit des difficultés
techniques supplémentaires. Voir le paragraphe 2.8.5.

Passons au cas du disque. On note D = Spa(qp(T)) le disque unité fermé de dimension n
et Do = Spa(C(TY/P™)) le disque unité perfectoide sur C.

Proposition 2.3.27. — On a :
RT(Dc,B;[1/t]) = Q% ®q, Bi[1/t].
En outre, si Uhypothese (x) est valide,
RU(Dc s, Ly RV.Br) = Q3 ®q, Br.
Démonstration. — Le morphisme D — D¢ nest pas un recouvrement pro-étale de De,
bien siir, mais c’en est un recouvrement quasi-pro-étale (c’est-a-dire localement pro-étale

pour la topologie pro-étale), et cela nous suffira, puisqu’un faisceau pro-étale est automa-
tiquement un faisceau pour la topologie quasi-pro-étale. La cohomologie de B; sur D¢ est
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nulle (proposition 2.9.3); on peut donc calculer la cohomologie de B; sur D comme coho-
mologie du complexe de Cech pour le recouvrement Do — D¢. Pour le décrire, on utilise le
lemme suivant.

Lemme 2.3.28. — Pour it = 1,...,n, on note ev; lapplzcatwn d’évaluation en T; = 0.
Pour tout k > 1, le produit fibré k -fois D¢ Xpe " XDe D¢ est affinoide perfectoide,
d’algebre affinoide (An,k,An’k), avec A, = A:;k[l/p] et A:;k est l’ensemble des f €
CO(Z’;_l7 (’)C<Il/px>) telles que pour tout 0 < iq,...,1; <mn, et tout x = (x1,...,Tp-1),y =
(Y1, Yr—1) € Z’;_l avec x; =y dés que l & {iq,...,i;}, alors

evy, o---oevy o f(x) =ev; o---oevy o f(y).

Démonstration. — Tout d’abord, il est clair que l'algébre affinoide (A, A} ,) est une
algébre affinoide perfectoide. l

Pour alléger les notations, nous ne traitons que le cas n = 1, k = 2, mais le cas général est
parfaitement similaire. Montrons que D X 5 D et Spa(A;,2) sont isomorphes. On peut définir
deux morphismes d’algebres continus \, p : C(TV/P") — A1 5 : A envoie f € C(T'/?™) sur
la fonction constante égale a f sur Z, ; le second envoie f € C(T*/ P™Y sur la fonction

w(f):Zpy = CTVP7) s f,

z - f désignant Iélément de C(T/P™) obtenu en remplacant dans I'écriture de f chaque
terme T%P" par CgﬁT“/”m. L’image de ce morphisme est incluse dans A; 2. De plus si
f € C(T), 'image de f par ces deux morphismes est la méme. En d’autres termes, les deux
morphismes d’espaces adiques A*, u* : Spa(4;2) — D correspondants sont les mémes apres
composition avec le morphisme D — D. On a donc un morphisme Spa(A;2) — D x b D.

Pour montrer que c¢’est un isomorphisme, nous utiliserons le critére suivant ([131, Lem.
3.4]) : un morphisme f : X — Y quasi-compact quasi-séparé entre espaces perfectoides
est un isomorphisme si et seulement s’il induit une bijection entre les espaces topologiques
sous-jacents et des isomorphismes entre corps résiduels en tous les points de rang 1. Comme
le v-recouvrement D — D donne en restriction au disque privé de l’origine un recouvrement
pro-étale D\{0} — D\{0} de groupe Z,, on sait déja que le morphisme Spa(A; 2) — Dxp D
considéré est un isomorphisme en dehors de 'unique point de D x ) D au-dessus de l'origine.
Par le critére ci-dessus, il suffit pour conclure de montrer que la pré-image de ce point est
un seul point, de corps résiduel C'. Soit donc K un corps contenant C' et a : A1 2 = K un
morphisme d’algébres tel que

aod=aopu:C(TY?"Y 5 K ; fes f(0).

On peut écrire tout élément de A; > comme somme d’une constante et d’un élément de
C%(Z,, C{T*/?™)) dont le terme constant est nul. L'image de ce dernier est nulle. En effet,
on peut approcher une fonction localement constante sur Z, & valeurs dans C' <T1/ pOO), sans
terme constant. L’identité

Vo € Z[)v z-‘rplZ Z Cm ‘

CEIJ« !

sii € Z et I > 0 montre qu’il suffit de vérifier que I'image de la fonction z — C;”LT“/ P

a # 0, 1,m € N, est nulle. Or on peut toujours écrire cette fonction comme un multiple de

,u(Tl/pk)7 pour k assez grand, par une fonction de Z, dans C(T*/?P™) sans terme constant.

Comme I'image de ﬂ(Tl/pk) est nulle, c’est gagné. O
On a une suite exacte

(18) 0— CO(ZE1, N Ker(ev;)) = Apg — Ay 4 — 0,

la deuxiéme fléche étant f +— @ ev; o f et A_; ; étant C' par convention pour tout k.
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Montrons que le sous-complexe du complexe de Cech de B; (ou 'on suppose comme
précédemment que I C [p~!, 1) pour le recouvrement Do — D¢ dont le k-éme terme est
donné par :

BI(CO(Z’;_l, N Ker(ev;)))
est isomorphe aprés application du foncteur décalage Lm; au sous-complexe du complexe
0% @Q,,BI dont le k-éme terme est formé des > fi, . s, dTs A--- ANdT; tels que pour
chaque (i1,...,%5-1), fir,....in_, €st divisible par Ty ... T,,/(T3, .. . T3, )-
Le k-éme terme de ce complexe se réécrit :

k—1

CO(ZE, N Ker(ev))),

ou cette fois-ci, ev} : BI<X1/1”OC> — By est I’évaluation en X; = 0, d’aprés la proposition
2.9.4 et le lemme 2.3.23.

C’est donc le complexe standard des cochaines continues pour l'action du groupe Z; sur
N, Ker(ev}). Il est isomorphe au complexe de Koszul

KﬁleKcr(cvg)(’Vl - 1a vy Y — 1)

La suite de l'argument est semblable au raisonnement employé pour prouver 2.3.25. On
décompose :

NiziKer(evi) = (ML, Ker(ev)))™ & (M, Ker(ev)))"om™,
avec (N, Ker(ev}))™ = X; ... X,, Br(X), puis 'on montre exactement de la méme maniére

que la multiplication par t est homotope & zéro sur K(m11:1Ker(ev¢))x,ox.ir‘t (v1i—1,...,7%—1)
et que

n-1 Tn—1
LK (ar_ Ker(ev))yme (11 — Lo, — 1) = Kan Ker(ev])ymt ( rantEERE nt )-

Il ne reste donc a la fin que

d d
KXl..,XnBI<£> <X1d7&7 N ,Xnm)

Un petit calcul montre que ce complexe est isomorphe au sous-complexe du complexe de de
Rham mentionné ci-dessus, via la fleche qui envoie Xy ... X, fi, 4, dX;, Ao ANdX

degré ksur X1... X, X, ' X fi o dXi, Ae-- AdXG, en degré k.
Finalement, on obtient par récurrence sur n avec la suite exacte (18) que le complexe

ip_q €1

k—1

de Cech de B; pour le recouvrement Do — D¢ devient quasi-isomorphe, aprés qu’on lui
a appliqué L, a Q.D®QPB 1. Cela conclut la preuve des quasi-isomorphismes de 1’énoncé,
modulo I'hypothése (%) pour le second. O

Armeé des propositions 2.3.25 et 2.3.27, nous pouvons enfin calculer la cohomologie du
faisceau Ln,Rv.B; pour les couronnes et les disques ouverts, ainsi que pour I'espace affine.

Corollaire 2.3.29. — Soit r,r’ deux rationnels et i > 0 (éventuellement r ou 1’ est +00).

On a
H'(Crpr0,Br[1/1]) = Hig(Crr)®0q, Bill/t] = /\ Bil1/4]".
Si Uhypothese (x) est vérifiée, on a méme :
H'(Crp c.0t, L RV.B1) = Hig (Cr)®q, Br = [\ B

Démonstration. — Les deux formules se déduisent de la méme fagon de la proposition 2.3.25.
Nous expliquons argument pour le complexe de faisceaux Ln; Rv.B;. En appliquant le méme
argument en inversant ¢ & chaque étape, on obtiendrait de méme le résultat pour By[1/¢].
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On choisit des réels r,, r;, pour tout n de sorte que les couronnes fermées Cy., ,» forment
un recouvrement admissible de la couronne C,.,. Si ¢, dénote I'inclusion C,., ,» ¢ — Cp.v c,

notons F,, le complexe R, .Ln, RV, B Ic. o de fagon que

Y
"n

LmRvBic, ,, . =lim Fy.
n

Nous affirmons que pour tout i,

Hi(cr,r’,c,éh @ fn) == 1&1’1 Hi(cr,r’,C,éta fn) = @ Hi(crn,r%,c,éta LntRV;EI)

n n

(la derniére égalité est une conséquence directe de la définition de F,,). Pour cela on applique
[48, Prop. 13.3.1], ou plutot [48, Rem. 13.3.2 (ii)|, dans sa version topologique. Les conditions
(i)-(iii) de loc. cit sont trivialement vérifiées en prenant comme base les ouverts étales quasi-
compacts 20, 11 faut seulement s’assurer que le systéme projectif formé des groupes de
cohomologie des F,, vérifie Mittag-Leffler (topologique). Pour chaque n, choisissons des suites
Tnk r;l, . de réels de sorte que les couronnes fermées (fm e soient strictement emboitées

d’intersection C,., ¢, et considérons (21)

ligﬁl Hi(érn)k,r' C,étaLntRl/iBI)~
k

n,k’
On a
c.ét, LRV, Br)).

’
n,k?

R lim H'(Cy, ,,c.é0, LinRV.Br) = R lim (1% H'(Cr,\ o

Il suffit donc de considérer le membre de droite. Or on a pour tout n, d’aprés la proposition
précédente :

@ Hi(C_Tn,k,rilyk,C,étvLntRVLBI)) = hﬂ Hi(Q.(C_Tn,k,r’ )@QpBI)'
k k

n,k

Notons que le membre de droite peut aussi se réécrire
lim Hi(Q'(Crn,w;,,k)®QpBI)-
k

Comme une couronne ouverte est Stein, on peut appliquer le lemme 2.3.13 avec W = By
comme dans la preuve de la proposition 2.3.14 ; puisque le foncteur limite inductive est exact,
on obtient finalement que pour tout i :

lim H'(Cr, o, oot L RV, Br)) = lim (Hgr (Cr, v )®q, Br).
k k '

Le systéme projectif quand n varie des groupes de droite est le méme que le systéme projectif
formé des Hip (Cy, v )T@Qp By, et ces groupes vérifient Mittag-Leffler. Finalement, on a donc
pour tout ¢ :

H'(Crprcoot, Ly RV.Br e, ) = lim Hig(Cp, )®q, B,

qui est HQR(CT,T/)@QPB[. O
Exactement les mémes arguments, en utilisant cette fois la proposition 2.3.27, donnent le

Corollaire 2.3.30. — Soit X le disque ouvert de dimension n et de rayon r (éventuelle-
mentr = +o0, i.e. X = A"). On a H*(X¢,B;[1/t]) = B;[1/t] et H(X ¢, Bf[1/t]) =0 sii >
0. Si Uhypothése (x) est vraie, on a HY(X¢ ¢r, Ly RV.Br) = Br et HY(Xc¢0, Ly RV.Br) =0
si1 > 0.

20. Dans le cas du faisceau pro-étale By[1/t], on pourrait aussi directement appliquer la proposition 2.3.6.
21. Ces groupes de cohomologie « surconvergente » de Lmn:Rv.B; referont leur apparition dans le para-
graphe 2.8.5.
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Démonstration de la proposition 2.3.22. — L’inclusion naturelle

B{1L/07=" — (lim By[1/1))*=",
I

I décrivant les sous-intervalles compacts de ]0, 1], est un isomorphisme. On déduit de la
proposition 2.3.6 et du corollaire 2.3.30 que la cohomologie de @1[ B;[1/t] en degré positif
est nulle. Par conséquent, la cohomologie de B[1/¢]#=! est nulle en degré > 1 et est en degré
1 le conoyau de 1 — ¢ sur B[1/t], c’est-a-dire zéro. O

On peut désormais conclure la preuve du théoréme 2.3.2.

Démonstration du théoréme 2.3.2. — C’est maintenant immédiat : on applique pour finir la
suite exacte longue qui se déduit de la « suite exacte fondamentale faisceautique » (17) et
les propositions 2.3.20 et 2.3.22 donnent que pour tout 7,

H'(A%, Qp) = Ker(d;) = Im(d;—1).
O

Remarque 2.3.31. — Colmez, Dospinescu et Niziol obtiennent dans [44] une description
de la cohomologie pro-étale de Q, sur un affinoide surconvergent ou un espace Stein de
dimension 1 sur un corps p-adique, ayant un modéle formel p-adique strictement semi-stable,
en termes de la cohomologie de Hyodo-Kato de la fibre spéciale de ce modéle et de la
cohomologie de de Rham. Cette description redonne en particulier le calcul de la cohomologie
de lespace affine (puisqu’on peut en construire un modeéle formel p-adique semi-stable sur
Q,), mais pas celui de la cohomologie du disque ouvert. Réciproquement, on peut espérer
qu'une analyse plus fine de la cohomologie du faisceau pro-étale B[1/t]*=! permette de
donner une preuve alternative de leur résultat.

Leur démonstration passe par un théoréme de comparaison entre cohomologies étale et
syntomique. Ce n’est pas un hasard et ceci est relié & I'apparition du foncteur décalage L
dans ce paragraphe, comme on le verra dans la section 2.8. Voir le paragraphe 2.8.5 pour
une bréve - et spéculative... - discussion de ces questions.

2.4. Groupes d’extensions de certains faisceaux pro-étales

L’objectif de cette section est la démonstration du résultat suivant.

Théoréme 2.4.1. — Dans la catégorie abélienne des faisceauxr de groupes abéliens sur
Perfc ,, on a

Hom | G, | Q, Ext' | G, | Q, Ext® | G, | Q,
G, | C| 0 G, | Cc| C G, 0 0
Q | C|Q, Q, 0 0 Q, 0 0

(ces tableaux se lisant de gauche & droite).

La stratégie générale pour ce faire est la suivante :

Soit G un groupe abélien dans un topos 7. Il existe une résolution canonique de G de
longueur infinie par un complexe dont chaque composante est une somme de termes de
la forme Z[G' x Z7], dont on trouvera une construction dans le style cubique dans [105]
ou dans le cadre simplicial dans [88]. Soit n > 0 un entier. Si on ne s’intéresse qu’aux
calculs des groupes Ext’ avec i < n, il suffit de se donner une résolution partielle de G de
longueur n, i.e. un complexe C' d’objets de ce topos, concentré en degrés négatifs, muni d’un
morphisme d’augmentation C — G (G vu comme complexe concentré en degré 0) induisant
un isomorphisme H%(C) ~ G et tel que H*(C) = 0 si i # 0, —n. Le triangle distingué

H™™(C)n] » C = G5
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montre que si G’ est un autre groupe abélien du topos 7, en appliquant a ce triangle le
foncteur RHom(-, G’) on obtient des isomorphismes

Ext’-(G,G') ~ Exts-(C,G")

pour tout 0 <4 < n.
Pour n = 3, ce complexe est construit dans [12] en tronquant le complexe d’Eilenberg-
MacLane stabilisé de [105] et [88], et s’explicite comme suit :

Z[GY] x Z[G?] x Z[G¥] x Z[G?] x Z[G] 2 Z[G?] x 2]G?] -2 7[G?]) -2 Z[a).
L’augmentation vers G est le morphisme canonique ¢ : Z[G] — G. Les fleches sont définies
par :

Nlw,yl = [z +y] =[] = [y],
O,y 2l =[x +y,2] = [y, 2] = [w,y + 2] + [, 9],
Oalz,y] = [z, 9] — [y, 2],
Oslz,y, 2z, w] = =y, z, W] + [x +y, 2, w] = [2,y + 2, 0] + [2,y, 2 + 0] - [2,y, 2],

83[1.3:%2} = 7[&/,2} + [:L' + y,Z] - [I,Z] - [SE,y,Z] + [ZL’,Z,y] - [z,x,y]
pour le premier facteur Z[G?],

aS[xaya Z] = —[.’IJ, Z] + [LL', Y+ Z] - ['T7y] + [$7y, Z] - [ya (E,Z] + [y7 z, l’]
pour le second facteur Z[G?],

83[5177:1/] = [x7y] + [y7x]7
Os[z] = [z, x].
Si G’ est un autre groupe abélien du topos 7, on a une suite spectrale (complexe filtré)
EY = Ext4(C™7,G") = Ext}"1(C, G").

Le point est maintenant que les groupes E7? se calculent plus facilement, puisque si G et G’
sont deux groupes abéliens du topos des faisceaux sur un espace muni d’une topologie de
Grothendieck et que G est représentable, alors pour tout ¢ > 0 et tout k£ > 1,

Ext'-(Z[G],G') = HA(G,G).

Dans la suite, le topos T sera le topos Z — Sh des faisceaux de groupes abéliens sur
Perfe prost ; G et G’ seront soit le faisceau constant Q,, soit G,.

Pour calculer les groupes d’extensions entre G et G’, on est donc ramené & calculer
des groupes de cohomologie pro-étale et & analyser des morphismes entre ces groupes de
cohomologie.

Remarque 2.4.2. — On pourrait en fait, comme on 'a indiqué dans la remarque 2.2.12,
remplacer partout la topologie pro-étale par la v-topologie. En effet, d’aprés [131, Prop.
12.7], on sait que si X est un espace adique analytique sur C' et X le diamant sur Spa(C”®)
associé, F un faisceau pro-étale de groupes abéliens sur X et p: X5 — X

prot le morphisme
de sites, alors pour tout ¢ > 0,

Hf}(XO,p,*J—") = H}i)roét(Xv ]:)7

et donc les calculs de la section précédente peuvent aussi étre vus comme des calculs de
v-cohomologie.
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2.4.1. Le cas G = G4, G' = Q,. — On veut calculer les groupes Exti(Ga,Qp) pour
i =0,1,2. On va montrer que pour ¢ = 1 ce groupe est un C-espace vectoriel de dimension
1 et qu’il est nul pour ¢ = 0, 2.

Pour i = 0, on a une fleche Hom(C?, Q,,) — Hom(C~!,Q,), qui est

HO(Alc,Qp) =Q, —>HO(AQC,Q1,) =Q, ; rzHzr—xr—z=—u,

donc évidemment injective. Par conséquent, Hom(G,, Q,) = 0.

Pour ¢ = 2, il y a trois fléches a analyser :

Hom(C2,Q,) — Hom(C~3,Q,),

Ext'(C™,Q,) = Ext' (C7%,Q,),

Ext*(C°,Q,) — Ext*(C™1, Q,).
La derniére fléche a un noyau nul, puisque Ext*(C°,Q,) = H?(AL,Q,) = 0 d’aprés la
proposition 2.3.10. La premiére fléche envoie (z,y) € Qg = H°(A%,Q,) ® HY(AZ,Q,) sur
(—x,—2y,2(z —y), 2y,y), donc est injective. Il reste & étudier la deuxiéme fleche. Elle va de
H'(AZ,Q,) ~ O(A%), vers H'(A,Q,) ® H'(AZ,Q,) ~ O(AL)y ® O(AZ)o et envoie
FXY) sur (F(X +Y,2) — f(X,Y + Z) + f(X,Y) — f(Y, Z), f(X,Y) — f(Y, X)). Soit f
dans le noyau. Ecrivons f = 37 5, fq, o pour tout ¢, f, est un polynéme homogene en

X,Y de degré ¢q. D’aprés [100, Lem. 3|, f; est un multiple scalaire de C, pour tout g > 2.
Autrement dit, f est dans I'image de la fleche

Ext'(C%, Q) = Ext'(C™1,Q,) 5 f(X) = (X +Y) = f(X) = f(V).

Tous les termes en degré 2 de la deuxiéme page de la suite spectrale sont nuls et on a donc
bien en définitive Ext?(G,, Q,) = 0.

Pour ¢ = 1, il s’agit d’analyser les fléches
Hom(C~',Q,) — Hom(C™%,Q,),
Ext!(C°,Q,) = Ext'(C1,Q,).

La premiére fléche est la fleche nulle de H(AZ, Q,) = Q, vers HY(A}, Q,)9H (A2, Q,) =
Q>. On a aussi une fleche Hom(C?, Q) — Hom(C~1, Q,), qui est

H°(AL, Q) =Q, — H(A2,Q,)=Q, ; z—z—z—2=—2a,

et est donc surjective. Donc le noyau de Hom(C~1,Q,) — Hom(C~2,Q,) est inclus dans
Pimage de Hom(C?, Q,) — Hom(C~!,Q,). Donc Ey° = 0.

La seconde fleche va de Ext'(C°, Q,) = H'(A},Q,) vers Ext' (C~1,Q,) = H'(AZ,Q,).
Elle envoie f(X) € O(A{)o sur f(X+Y)— f(X)— f(Y). Si f est dans le noyau, f est donc
nécessairement un multiple scalaire de I'identité Id. Donc Eg’l =C.

A la r-éme page de la suite spectrale, la différentielle d, envoie EP'? vers EPTma-—r+l,
Donc

E¥! = Ker(EX — EX*77) /Im(E,; ™" — E&') = Ker(EX' — EI27T).
Or on vient de voir que pour r = 2, E§’27k = 0 pour tout k. Il en est donc de méme pour
tout r > 2 et on a ainsi pour tout r, E®! = Eg’l. On a donc finalement Ext!(G,, Q,) ~C.
Si G et G’ sont deux faisceaux abéliens avec G’ représentable par Z, une extension

0-G—-F—=>G =0

détermine une classe dans H'(Z,G) qui est I'image de Id € Hom(G',G') = G'(Z) =
H°(Z,G") par la fleche de connexion déduite de la suite exacte précédente. Ici, I'isomor-
phisme O(A})/C ~ H'(A}L,Q,) utilisé est le morphisme de connexion déduit de la suite
exacte de faisceaux

0— Qp — B[1/t]*=" — Bar/tBl; — 0.
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En prenant le tiré en arriére de cette extension le long de IB%IR / tIB%(J{R — Bar/ tIB%IR, on obtient
une extension
0— Qp — B[1/t]*=! - Bi,;/tBiz ~ G, — 0,

qui est celle donnée par 'application 6 de Fontaine. L’identité de G, dans lui-méme corres-
pond & la fonction identité dans H°(A{, G,) = O(A}). La fleche composée HY (AL, G,) —
HO(AL,Bar/tBI;) — HY (AL, Q) est la flecche quotient O(AL) — O(AL)/C. On en dé-
duit que I’élément Id € Extl(Ga, Q,) exhibé ci-dessus correspond a l'extension B¥=? de G,
par Q, donnée par I'application 6 de Fontaine.

24.2. Le cas G = G' = G,. — Pour i = 0, on a une flecche Hom(C?, G,) —
Hom(C~1!, G,), qui s’identifie &

H(AL, Go) = O(Ag) = HY(AZ, Go) = O(AZ) 5 f(X) = f(X+Y) = f(X) = f(Y).
Son noyau est de dimension 1, engendré par f(X) = X. Ainsi Hom(G,, G,) = C.

Pour ¢ = 2, on regarde

Hom(C™2,G,) — Hom(C ™3, G,),

Ext' (C™1, G,) = Ext' (C7%,G,),

Ext*(C?, G,) — Ext’(C71, Gy).
Le dernier terme est nul. Analysons le premier : la fleche va de O(AY) x O(AZ) vers
O(AL) x O(AL) x O(AL) x O(AZ) x O(AL). Les applications considérées (sauf la derniére)
préservent le degré. Soit (f,g) dans le noyau. On écrit f(z,y,2) = >k a jixtyiZt et
glz,y) = Dok bk’lxkyl. L’annulation sur la composante A4C donne :

j
k+j i+l I+m
o) Mtilm ~ j Qg ji,m + ! agji+m = 0,

pour k,m # 0 (en particulier aj o, = 0 pour k,! > 0). Pour m # 0, on a aussi

i [+m
j ao,j+1,m — I ag,j,1+m = 0

et de méme en échangeant les roles de k et m. Enfin ag ;0 = 0.
Sioag1y = (k4 Deggry — (L4 1)egy+1 pour k,I > 0, on vérifie immeédiatement par
récurrence avec la relation ci-dessus que

k+j |+ 1
ak,5,1 = ( j j>ck+j,l - (jj )Ck,jJrlv

pour tout j > 0. On pose aussi jcp; = agj—1,1 pour j > 0. Une récurrence immédiate
& l'aide de la relation ci-dessus donne ag ;; = (];H) 0,j+1 pour tout [ > 0. Enfin on pose
Clk — Ck,1 = b1 k.

Si les ¢;  sont ainsi définis, alors la premiére fleche vers A, donne b, = ¢; ) — ¢k j pour
j > 1. L’autre fleche donne la méme égalité pour £ > 1. En fin de compte, si 'on pose

h(z,y) =k cra™y’, on a
Flz,y,2) = h(z+y,2) — by, z) — h(z,y+ 2) + hz,y) ; glz,y) = h(z,y) — h(y, z).

En d’autres termes, (f,g) est dans 'image de la flecche Hom(C !, G,) — Hom(C~2, G,).
Enfin on regarde le terme du milieu. Soit w € H' (A%, G,) = Q'(A%) dans le noyau, que
Pon écrit w = f(z,y)dx + g(z,y)dy. On a

flx+y,2) = flz,y+2)+ f(z,y) =0,
flx+y,z)— fly,2) —g(z,y + 2) + g(x,y) =0,
g +y,2) —g(y,2) — g(x,y +2) = 0.
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On vérifie aisément lexistence de h € O(A{) telle que f(z,y) = h(z + y) — h(z) et
g(z,y) = g(x +y) — g(z). En définitive, Ext?(G,, G,) = 0.

Pour ¢ = 1, il s’agit d’analyser les fléches
Hom(C™!, G,) = Hom(C™2,G,),

Ext'(C° G,) = Ext'(C71, G,).

La premiére va de H°(A%,G,) = O(A%) dans HY(A},G,) ® H°(A%,G,) = O(A}) &
O(AZ) et envoie f(X,Y) sur (f(X+Y,2)— f(YV,2) — f(X,Y + 2) + f(X,Y), f(X,Y) —
f(Y,X)). Son noyau, toujours d’aprés [100, Lem. 3|, est inclus dans l'image de la fleche
Hom(C?, G,) — Hom(C~!, G,) ci-dessus.

La deuxiéme fleche va de H' (AL, G,) = Q'(A}) vers HY(AZ,G,) = Q(A2). Elle
envoie w sur m*w — pjw — psw (on a noté pi,ps les deux morphismes de projection de
AL x Al vers Al et m: A} x AL — A{ le morphisme de multiplication). Son noyau est
'espace des formes différentielles invariantes par translation sur A}, donc est de dimension
1.

Le cas i = 2 déja traité permet comme ci-dessus de voir que E®! = Eg’l pour tout
r > 2 : ainsi, Extl(Ga, G,) = C. Identifions la classe correspondant a la forme différentielle
invariante dT. L’identification R'v, G, x ~ Q% est le morphisme de connexion déduit de la
suite exacte

0— Ga’X(l) — grl(’)]BdR — Qﬁ( Rox Ga,X —0
(le premier gradué du lemme de Poincaré). Si X = Alc, f — fdT donne un isomorphisme

Ox ~ Q%. On a donc que I'extension correspondant & dT" est gr!OBgg.
Or, comme les fleches du lemme de Poincaré sont strictes exactes, on a une suite exacte

0 — Bl /Fil*> — OBgr/Fil*> — gr’OB4r @ Q!
qui donne un isomorphisme BXR / Fil? ~ gr' OBgrR.

2.4.3. Le cas G = Q, et G' = Q, ou G’ = G,. — Notons tout d’abord que le groupe
Ext’(Qp, G’) s’insére dans une suite exacte :

Ext'(Z,,G") — 0.

[

X

0 — R'lim Ext'™'(Z,,G") = Ext'(Q,, @) — lit
xXp

hS]

Notons
X = Spa(C*(Z,,C),C°(Z,, Oc)).
Cet espace adique représente le faisceau pro-étale Z,,.

Proposition 2.4.3. — Pour toutn > 1, on a H*(X",Q,) = C°(Z},Q,) et H(X™,Q,) =
0 pour tout i > 0. On a HY (X", G,) = C%(Z},0) et H'(X™,G,) =0 sii > 0.

Démonstration. — Soit i > 1 et k > 0. Comme X" est profini sur C' (donc strictement
totalement discontinu), H*(X",Z/p*) = H: (X™,Z/p*) = 0. On en déduit avec la suite
exacte

0— R'lim H'™ (X", Z/p") = H (X", Zp) — im H' (X", Z/p") = 0
que H(X™,Z,) = 0 pour tout i > 1 (pour i = 1, on vérifie & la main que R* Lﬂl s’annule).
Comme H*(X"Q,) = H'(X",Z,)[1/p] par quasi-compacité de X", on a le résultat. La
deuxiéme phrase est une conséquence du fait que

X" = Spa(C’(Zy,C),C%(Zy, Oc))
est affinoide perfectoide, cf. [91, Th. 6.5 (ii)]. O



2.5. FAISCEAUX COHERENTS SUR LA COURBE DE FARGUES-FONTAINE 115

Supposons d’abord G’ = G,. Considérons le complexe
C —C%(Z,,C) — C%Z;,C) - C%Z},C) o (23, C)
074 0(73 M2 0(r72 0
- C (va C) D C (Zpa C) D C (Zp) C) D C (Zp7 C)a

la premiére fleche étant a — (x — ax) et les fleches suivantes étant les fleches évidentes
déduites de la définition du complexe C'. On va montrer que ce complexe est exact.

Si f est dans le noyau de la premére fléche, f est un multiple scalaire de 'identité sur
Z donc sur Z, par densité. Par conséquent, Hom(Z,, G,) = C. Vérifions 'exactitude en
CO(ZZ%,C) : comme CO(ZZQ),C) =C%Z,,C) ® C%(Z,,C) (puisque Z, est compact), les fonc-
tions (z,y) — (i) (Zl’), avec k,l € N, forment une base orthonormale de CO(ZZQ,, C) (dévelop-
pement de Mahler d’une fonction continue sur Z,,). Soit f =3 ;50 ax,(5) (¥), avec ary — 0
quand k + [ — 0, vérifiant

f(a:—i—y,z)—f(y,z)—f(x,y+z)+f(x,y)=0 ; f(m?y)_f(y?l‘):()'

A Taide de ces deux égalités et de la relation (1-};;;) = Z?:o (;) (kﬁj), on obtient immé-
diatement que aj,; ne dépend que de la somme k + [ si k,I > 0, et que ago = ap,; = 0 si
k,1 > 0. Posons alors b, = a,; sin > 1 avec k,l non nuls tels que k +1 =n, by = ag,0 et b
quelconque. On vérifie que

[z, y) =g(x+y) —g(x) —g(y),

avec g(z) = 3=, bn (7). Notons que si 'on écrit plutot f sous la forme f =37 ;50 aj k! (7)11(Y),
sans se préocupper du comportement asymptotique des coefficients, comme k'(wzy) =
Z?:o (I;) j '(?) (k — j)!(kgj), les relations obtenues sur les coefficients aﬁw sont exactement
les mémes que celles obtenues ci-dessus dans le calcul de Extl(Ga, G,). Cette observation
permet de montrer aussi I’exactitude en CO(Zf’),C’) D CO(ZIQ,,C') : il suffit de reprendre le
méme calcul que celui montrant I'annulation de Ext?(G,, G,) ci-dessus (la convergence ne
pose pas de probléme).
Si G’ = Q,, il faut considérer le complexe

Q, — C°(Zy, Qp) — C°(Z5,Q,) — C°(Z;, Qp) © C°(Z5, Qp)
= C%(Zy, Qp) © C°(Zyy, Qp)* ® C°(Z5,Qp) © C°(Zy, Qp).

avec les mémes fléches que ci-dessus, dont on montre exactement de la méme maniére qu’il
est exact.

2.5. Faisceaux cohérents sur la courbe de Fargues-Fontaine

2.5.1. Rappels sur la courbe de Fargues-Fontaine. — On fixe une extension finie £
de Q, d’uniformisante 7 et de corps résiduel F,. Soit S = Spa(R, R") un espace affinoide
perfectoide de caractéristique p. On définit ’espace

Ys.p = Spa(Wo, (R°), Wo, (R"))\V (r[w]),

w étant une pseudo-uniformisante (élément inversible topologiquement nilpotent) de R. 11
s’agit d’un espace adique (i.e. le préfaisceau structural est un faisceau), qui est analogue en
caractéristique mixte du disque unité ouvert épointé sur la base .S, si I’on pense aux vecteurs
de Witt comme & des « fonctions holomorphes de la variable 7 ». On peut écrire

YS,E: U YS,E,n,m: U Spa(WOE(RO)<[,w7£n;/E;73>’WOE(R+)<[ZZ_]TL7EZ;;>)

n,m>1 n,m>1
L’espace Yg g est muni d’un Frobenius ¢ qui agit sur les fonctions par

p(D laaln™) =) ailn".

n n
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L’anneau O(Yg g) des fonctions sur Yg g est le complété Bg(R) de

BY%(R) := { Z [xn)7", 2 € R, (24) bornée} =Wo,(R°)[1/m,1/[w]],
n>>—oo

lanneau des « fonctions méromorphes le long des diviseurs 7 = 0 et [w] = 0 », relativement

aux normes ||.|[,, 0 < p < 1, définies par

1> lealm"llp = sup 0",
n
n

|I.]l étant une norme sur R multiplicative pour les puissances qui fait de R° la boule unité
de R.
A Tintérieur de BY%(R) vit

By (R) = { > [waln™ a0 € R ||zl < 1} = Wo, (R°)[1/x],
n>—oo
dont I'adhérence dans B (R) est notée B} (R).

Sif € Be(R), le(Hll, = Hf”Zl/q' L’action de ¢ sur Ys g est donc proprement discontinue
et on peut passer au quotient. L’espace adique Xg g := Ys g/ ©Z ainsi obtenu est la courbe
de Fargues-Fontaine relative sur S, pour le corps local E. Si E = Q,n est I'extension non
ramifiée de degré h de Q,, on écrira Yg, et Xgp au lieu de Yg g et Xgp;sih =1 on
oubliera carrément l'indice 1.

Remarque 2.5.1. — Les anneaux Bg(R) et Bf (R) sont étudiés en détail dans [66] lorsque
R = C” et dans [91] dans le cas général, avec des notations différentes : I'anneau B(R) (resp.
BT(R)) y est noté Rp (resp. Rf).

Si S = Spa(C”), on notera simplement Yz et Xp au lieu de Ys g et Xs g (par exemple,
en accord avec la convention précédente, X désigne la courbe associée au choix S = Spa(C")
et E = Q). Il s’agit alors de la courbe de Fargues-Fontaine originale, étudiée en détail dans
[66]. La courbe adique X admet un pendant schématique X5 := Proj(Pg), ot Pg est

Py = Poe)=" =@ B

d>0 d>0

I’algébre graduée :

(on a noté Bg = Bg(C)). Le schéma X5 est régulier noethérien de dimension 1 sur E,
mais trés loin d’étre de type fini : le corps résiduel de X5 en un point fermé = est un corps
perfectoide de caractéristique 0 dont le basculé est isomorphe a C”, donc en particulier de
dimension infinie sur F'! Toutefois, tout se passe comme si X g était la courbe adique associée
a X1, En particulier, on a une équivalence de type GAGA entre faisceaux cohérents sur
Xp et sur X350 (]91, Th. 8.7.7]). En outre, bien que X3 ne soit pas de type fini, Fargues

et Fontaine prouvent que Xp est une courbe compléte, au sens ot si f € E(X3h),

> u(f)=0

zE| X5h|

(v, est la valuation sur I'anneau local de X%Ch en le point fermé z, qui est un anneau de

valuation discréte puisque X3! est régulier de dimension 1). Cela permet de définir le degré
d’un fibré en droites et, en utilisant le déterminant, le degré d’un fibré de rang quelconque
sur X5, Si l'on définit la pente d'un fibré vectoriel comme le quotient de son degré par son
rang, tout fibré F sur X5 admet une unique filtration croissante (la filtration de Harder-
Narasimhan)

OZ.FoCJ:l C"'C.Fn:f,

telle que chaque F;11/F; soit semi-stable de pente ;11 (tout sous-fibré est de pente
< pit1) avec gy > -+ > . Silon décréte en outre qu’un faisceau cohérent de torsion



2.5. FAISCEAUX COHERENTS SUR LA COURBE DE FARGUES-FONTAINE 117

est de pente +oo, le formalisme de Harder-Narasimhan s’étend aux faisceaux cohérents
sur X;;Ch, puisque, X%Ch étant régulier de dimension 1, tout faisceau cohérent sur X%"h est
somme d’un fibré et d’un faisceau de torsion. Ces résultats se tranposent via 1’équivalence

GAGA a Xpg.

Soit (D, o) un isocristal sur I'extension non ramifiée maximale E de E. On peut associer
a (D, ¢) un fibré vectoriel sur X, noté £(D), dont la réalisation géométrique est le quotient
Y x, D, ¢ agissant diagonalement. Le théoréme GAGA pour la courbe donne un fibré
vectoriel £(D)*" sur X}}Ch qui est en fait le faisceau quasi-cohérent associé au Pg-module
gradué
PBr oy D)7
d>0
(qui est donc en fait un fibré). La catégorie ¢ — Mod ; des isocristaux sur E est semi-simple,
avec pour chaque rationnel A un unique objet simple de pente A. On a donc pour chaque
A € Q un fibré Ox, (A\) sur Xg défini comme 'image par £ de I'unique isocristal simple de
pente —A. C’est le fibré associé au diviseur A.co si A est entier. Pour tout A\, Ox, ()\) est de
pente A 32 Dans la suite de ce texte, nous nous intéresserons aux fibrés sur X mais le fait
suivant est utile pour les arguments : si A = d/h, le fibré de rang h Ox () est le poussé en
avant du fibré en droites Ox, (d) sur Xj,.
Le théoréme principal de [66] concernant les fibrés sur X (ou X5%) est le suivant.

Théoréme 2.5.2. — Le foncteur £ : D — E£(D) de ¢ — Mody vers la catégorie des fibrés
vectoriels sur Xg est essentiellement surjectif. En d’autres termes, tout fibré sur la courbe
se décompose (non canoniquement) comme somme de fibrés Ox,(\), A € Q, et les A qui
apparaissent sont uniquement déterminés & permutation pres.

Remarque 2.5.3. — a) En particulier, la filtration de Harder-Narasimhan des fais-
ceaux cohérents sur X est (non canoniquement) scindée. Cela se traduit par le fait que
Ext'(Ox(\),Ox (1)) = @ H'(X,0x (1 —\)) = 0si A < 1. Les objets semi-stables de pente
A sont somme directe de copies de 'unique objet stable de pente A, O(\).

b) Le foncteur & est trés loin d’étre pleinement fidéle. A titre d’exemple, le Q,-espace vec-
toriel Hom(Ox, Ox (1)) = B¥=P est de dimension infinie, alors que le groupe correspondant
dans la catégorie des isocristaux est nul.

2.5.2. Paires de torsion et coeurs abéliens. — Commengons par une définition géné-
rale.
Définition 2.5.4. — Soit A une catégorie abélienne. Une paire de torsion de A est la

donnée de deux sous-catégories pleines T et T’ de A, telles que Hom4 (T, T") = 0 pour tout
TeTetT €T’ et telles que pour tout objet A € A, il existe une suite exacte

0T —-A—-T =0
avecT €T et T €T".

Soit D la catégorie dérivée bornée de A. On suppose que 'on s’est donné une paire de
torsion (7, 7). Le fait suivant est standard (voir, par exemple, [82, Ch. 1]).

Proposition 2.5.5. — Soit k € Z. La sous-catégorie pleine
Arri={Ae D ,H(A) =0pouri#k—1,k; H Y (A) e T H*(A) e T}

est un coeur de D.

22. Ce qui explique la convention de signe.
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En d’autres termes, il existe une t-structure bornée sur D dont le coeur est A7 7 1.

L’exemple fondamental sera pour nous le suivant. Soit A une catégorie abélienne mu-
nie de deux fonctions rang et degré, telle que les objets de A admettent une filtration de
Harder-Narasimhan relativement a la fonction pente associée. Si m € R, on note 7, (resp.
7;;{) comme la sous-catégorie pleine de A formée des objets dont tous les quotients de la
filtration de Harder-Narasimhan sont de pente > m (resp. < m). C’est une paire de torsion
de la catégorie dérivée bornée de A. On définit de méme une paire de torsion (7,5, 7,+) en
remplagant > m par > m et < m par < m. Pour alléger les notations, on notera dans la
suite :

AT = A ey 0 A= An s
Si I'on étend additivement & la catégorie dérivée les fonctions rang et degré, la catégorie A~
est munie de fonctions degré, rang et pente définies par

deg” =-rg ; 18 =deg ; pu = -rg/deg
et ses objets admettent des filtrations de Harder-Narasimhan pour u~. Si A € A~, le triangle
exact
H ' (A)1] - A — H(A) 5
donne une suite exacte dans la catégorie abélienne A~
0— H '(A)1] - A— H°(A) — 0.

Dans cette suite exacte, le terme de gauche correspond & la partie de pentes > 0 et le terme
de droite a la partie de pentes < 0(*3). On a des formules analogues pour A1 en posant
cette fois-ci deg™ = rg et rgT = —deg.

Choisissons pour catégorie abélienne la catégorie Cohyx des faisceaux cohérents sur X.
Soit F € Cohy. Comme

Ext oy, (H"(F), H™H(F)[L]) = Extpy con ) (H(F), HH(F)[1])
= Extéon, (H(F), H'(F)) =0
(car X est noethérien régulier de dimension 1), F ~ H~Y(F)[1] ® H°(F) (non canoni-

quement) ; on peut donc penser & un élément de Cohg(’_ comme & un couple (F';F") de
faisceaux cohérents sur X, avec F’ a pentes strictement négatives, 7" a pentes positives. De
méme, le fait que la filtration de Harder-Narasimhan soit scindée permet de voir un faisceau
cohérent sur X comme un couple de faisceaux (F’, F”) comme précédemment. Mais bien
stir les morphismes entre deux tels couples (F', F”) et (G',G") dans les deux catégories sont
différents. On a

HomCOhx((}—/?}-H)’(glvg”)) = (

Hom(F',G’) 0
Hom(F',G") Hom(F",G")

et
Hom(F',G') Ext'(F”,G")
HomCoh}((‘Fl’fN)7 (g/7 g/l)) = ( 0 ’ HOm(]-‘//:g//)
Si 'on étend additivement & la catégorie dérivée les fonctions rang et degré, la catégorie
Cohy est munie de fonctions degré, rang et pente définies par

0,—

deg™” = —rg ; 1g" =deg ; p’ =-rg/deg

et ses objets admettent des filtrations de Harder-Narasimhan pour ;% ~. Dans la suite exacte
dans Cohy :
0—H YF)1]—-F—H'F)—0

23. Noter que les objets de torsion sont de pente —oo dans la nouvelle catégorie.
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le terme de gauche correspond & la partie de pentes > 0 et le terme de gauche & la partie de
pentes < 0%, On a des formules analogues pour Coh} en posant cette fois-ci deg™ = rg
et g™ = —deg. Cette observation permet de donner un sens & ’énoncé suivant.

Proposition 2.5.6. — Les catégories abéliennes Cohx et (Cohy )" sont naturellement
équivalentes et via cette équivalence, les fonctons rang et degré se correspondent.

Démonstration. — Par définition, Cohy est une sous-catégorie de D?(Cohx), donc on a un
foncteur exact ([4, Appendix])

Db(Cohy) — D(Cohy),
induisant le foncteur identité sur Coh’y, et donc un foncteur exact ¢ : (Cohy )™ — D?(Cohy).
Soit F € (Cohy)"; on a F = F' @ F"[—1], avec F' € Cohy a pentes < 0 et F” € Cohy
a pentes > 0. On a donc F' € Cohy a pentes > 0 et F’ = F"[1], avec F”" € Cohx a
pentes < 0. Finalement, +(F) = F"" @& F'. Ceci prouve que +(F) € Cohx et aussi que ¢ est

essentiellement surjectif.
Pour la pleine fidélité, on regarde

Hom(Coh;{)Jr (]:a g) = HOm(COh;{)Jr ((‘Tj, ‘/—'W)’ (g’7 gl/))
(T 79 B

0 Homg,, - (F”,G")
Or:
HomCOh} (F',G") = Homcony (F',G'),
Homcoh)f( (]_-/I, g//) — Home(Cth) (‘/,—_'///[1]7 g///[l]) — HomCohx (]_-/I/’ g//l)
et
Extlcoh;( (F",G") = Extpu(cony) (F"'[1],6") = Homgony (F", ).
D’ou

_ Homcohx (f/) gl) Homcohx (IH/7 g/)
HOm(Coh;)Jr (]:, g) - ( 0 HomCohx (]_-///’ g///)

= Homgon, ((F”, F'),(G",G"))
= Homgony (¢(F), t(G))-

Enfin, le fait que les fonctions rang et degré se correspondent via cette équivalence est
facile. O

Remarques 2.5.7. — a) Cela entraine en particulier que D?(Cohy ) = D*(Cohy).

b) On a exploité le fait que la filtration de Harder-Narasimhan des faisceaux cohérents sur
X était scindée. Pour une catégorie abélienne A avec un formalisme de Harder-Narasimhan
comme ci-dessus, on peut vérifier qu'on a toujours que I'image de (A~)" par ¢ tombe dans
A, mais ces catégories n’ont pas de raison d’étre équivalentes.

2.6. Une description alternative de la catégorie Cohy

2.6.1. Algébres sympathiques. — Les algébres sympathiques ont été introduites par
Colmez pour définir les espaces de Banach-Colmez.

Définition 2.6.1. — Une C-algébre de Banach R est dite sympathique si elle est uniforme
(ce qui signifie que R° est borné, ou, de fagon équivalente, qu’il existe sur R une norme
multiplicative pour les puissances induisant la topologie de R) et p-close : tout élément de
1+ R°° admet une racine p-éme.

24. Noter que les objets de torsion sont de pente —oo dans la nouvelle catégorie.
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Remarque 2.6.2. — Une algébre de Banach R est uniforme si et seulement si la norme
qui définit sa topologie est équivalente & la semi-norme spectrale de R (|91, Def. 2.8.1]).
La définition précédente est donc la méme que celle de Colmez ([35, §4]), la condition de
connexité — qui n’est pas essentielle — mise & part.

Proposition 2.6.3. — Une algébre sympathique est perfectoide. Pour toute C-algébre per-
fectoide R, il existe une R-algébre sympathique pro-finie-étale. En particulier, les spectres
affinoides d’algébres sympathiques forment une base de la topologie du site Perfc prost .

Démonstration. — Pour la preuve, voir [35, Lemme 1.15 (iii)] et [35, Prop. 4.20 (i)]. O

Exemples 2.6.4. — a) Le corps C est sympathique.
b) La C-algébre C(T*/P™) (obtenue en complétant p-adiquement | J,,~; Oc[T'/?"] puis
en inversant p) n’est pas sympathique, bien qu’elle soit perfectoide. En effet, soit a € O¢,

avec |p| < |a|. Alors
o0 1
Yo = E <I/€p>ak1k

k=0
est une racine p-éme de 1 + oT dans C[T'/?7], qui contient C(T/?™). Si 1 + T avait une

racine p-éme dans C(T/P7), y, serait dans O¢(T/P™) : c’est absurde, puisque par choix
de a le coefficient de T n’est pas dans O¢.

Proposition 2.6.5. — Une C-algébre de Banach uniforme R est sympathique si et seule-
ment st application logarithme log : 1 + R°° — R est surjective.

Démonstration. — Supposons R sympathique. Soit z € R. On choisit n assez grand pour
que p"x soit dans 'image de log (ce qui est possible, puisque 'exponentielle converge sur un
voisinage de 0 et y définit un inverse du logarithme). On a donc p"x = exp(y’), et comme
y' € 1+ R°°, il existe par hypothése y € 1+ R°° tel que y?" = ¢/, i.e. tel que exp(y) = .
Réciproquement, soit y € 1+ R°°. 1l existe y' € 1 + R°° tel que log(y’) = p~!
log(y,*l’y) = 0. Donc y Py € tp~ et y admet donc une racine p-éme. O

x et donc

Remarque 2.6.6. — Soit h > 1 et d € Z. On montre ([91, Cor. 5.2.12]) que
B(R)wh=pd — B+(R)so"=pd

(R)), c’est aussi la méme chose que BctiS(R)“’h:pd. Ainsi

et comme BT (R) = N,>op" (B

cris

dans la définition du corollaire 2.2.23, on aurait aussi bien pu définir U}, avec 'anneau B(R).

Corollaire 2.6.7. — Une C-algébre de Banach uniforme R est sympathique si et seulement
si application 0 : B(R*)?=P — R de Fontaine est surjective.

Démonstration. — En effet comme on I’a observé dans la section 2.2.3, la théorie des groupes
p-divisibles (%) permet d’identifier

0:B(R)?" - R

et
lim 1+ R°° — R, (x,) = log(xo).

TP

En outre, 'argument de la preuve précédente montre que R est sympathique si et seulement
la deuxiéme application est surjective. [

25. Entre autres possibilités...
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2.6.2. La catégorie Cohy comme catégorie de faisceaux « pervers cohérents »
(au sens de [26]). — Soit S un espace perfectoide sur C*. On peut penser en premiére
approximation a ’espace adique Xs comme & une famille (X)) de courbes de Fargues-
Fontaine usuelles, indexée par les points géométriques de S. Néanmoins il faut prendre garde
au fait qu’il n’y a pas de morphisme naturel d’espaces adiques Xg — S'! En caractéristique
p cela vient du fait qu’on a quotienté par ¢ ; en caractéristique mixte, c’est encore pire, il
n’y a méme pas de tel morphisme au niveau de Yg. Toutefois, bien que Xg ne vive pas au
dessus de S, la construction de Xg est fonctorielle en S. On vérifie de plus (en étendant les
scalaires & Q¢ et en basculant en caractéristique p) que si f: S — S est un morphisme
pro-étale (resp. surjectif), le morphisme induit Xg — Xg/ est pro-étale (resp. surjectif). De
plus, f commute aux limites projectives finies.

En d’autres termes, on a un morphisme de topos 7 du topos associé au gros site pro-

étale de X vers le topos (Perfo» ~. En particulier, si F est un complexe de faisceaux

,proét)

cohérents sur X, on peut lui associer un complexe de faisceaux R7.F sur Perfes ,o4-

Proposition 2.6.8. — Soit F € Cohyx. Alors :
— Si tous les quotients de la filtration de Harder-Narasimhan de F sont a pentes > 0,
RiT,F = 0 pour tout i # 0.
— Si tous les quotients de la filtration de Harder-Narasimhan de F sont a pentes < 0,
RiT,F =0 pour tout i # 1.

Démonstration. — Le théoréme de classification des fibrés montre qu’il suffit de vérifier que :
— Ri7,0x()\) = 0 pour tout i # 0, si A >0;
— R'1,Ox(X\) = 0 pour tout i # 1, si A < 0;
— RiTy1y . BiR (Cy)/tF Bix (Cy) = 0 pour tout i # 0, si x est un point fermé de X, C,,
le corps résiduel de X en x et k > 0.
Rappelons que Ri7,F est le faisceau associé au préfaisceau S — H'(Xg, Fg). On peut donc
supposer S = Spa(R, RT) affinoide perfectoide.

Vérifions d’abord le troisiéme point. Le corps C, est un corps perfectoide de basculé C°
et donne naissance & un débasculement S* de S au-dessus de C, par I'équivalence de Scholze
entre espaces perfectoides sur C, et sur C”, et & un morphisme ¢ : S — Xg (par produit
fibré de ¢ et Xg — X, puisque Hom(S*, X) = Hom(S, C?)). On a

Hi (Xs, L*B;R,Sﬁ/thIR,Sﬁ) = Hi (5417 Bimsﬁ /th:R_,sn)

qui est nul si 4 > 0 car S* est affinoide perfectoide ([129, Th. 6.5 (ii)]).
Traitons maintenant le cas des fibrés Ox,(A\), A € Q. Si i = 0, il s’agit de calculer
B(R)“"h:pd si A =d/h. On a pour tout f € B(R) :
(o = 1F115:5-

Donc si cph( f= pef, on a par une récurrence immédiate que pour tout k > 1

_ g, kh K
1] oen = o~ | FID

Quitte & multiplier f par une constante, on peut supposer ||f|, < 1. On en déduit que si
d <0, le membre de droite tend vers 0, et donc

tim [, = 0.

Donc f a une singularité éliminable en 0 (la preuve de [66, Prop. 1.9.1] s’adapte sans
probléme au cas d’une algébre perfectoide R) et donc f € W(R) (pour le voir, on se raméne
au cas connu des corps : cf. [91, Lem. 5.2.5]). Or on voit directement que W(R)“"h:pd est nul
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dés que d # 0 et vaut W(R#=!) = Q;O(S) si d = 0. Par conséquent, on a bien R°7,.0x ()\) = 0
si A < 0. On a aussi obtenu au passage que R'1.0x = Q,,.

Pour comprendre ce qui se passe en degré ¢ > 0, notons pour commencer qu’on peut
supposer A = d entier, quitte & remplacer X par X, h > 1. En effet, si A = d/h, Ox(\) =
Th+Ox, (d), avec mp, : X — X étale et donc

Hi(XSa Oxs ()‘)) = Hi(th OXs,h(/\))'

Sim:Ys — Xg est la surjection canonique, 7*Ox,(d) = Oy, par définition de Ox(d). Pour
tout i > 0, H'(Ys, Oy, ) est nul. En effet, on peut écrire Y5 = Uy, 1, Ys 5 1 comme ci-dessus et
HO%(Ys,Oy,) = lim H%(Ys n.m, Oys), les morphismes de transition étant continus et d’image
dense. On a donc une suite exacte pour tout i > 0 :

0 — R'lim H'™(Ys,n,m. Oys) = H'(Ys, Oy,) — lim H'(Ys,n,m, Oys) — 0.

Or chaque Ys ,, 1, est affinoide perfectoide et donc le terme de droite est nul pour ¢ > 0 ([91,
Lemma 9.2.8]). Cela donne I'annulation cherchée pour ¢ > 1. Pour ¢ = 1, on utilise que de
plus

R'im H®(Ys,,m, Oy) =0,

d’aprés la proposition 2.3.5. De la suite spectrale de Hochschild-Serre pour 7 : Yg — Xg on
déduit que
H'(Xg,0x4(d)) =0

sii>1 et que
H'(Xs, Ox.(d)) = coker(H"(Ys, 7" Ox.(d)) "“=f HO(Ys,7*Ox.(d)))

= coker(B(R) Idﬂdw B(R)),

Or ce dernier groupe est nul si d > 0, d’aprés [91, Prop. 6.2.2].

Il ne reste donc plus a étudier que le cas i = 1, A = 0, qui est plus délicat. Comme la
question est locale pour la topologie pro-étale, on peut supposer S = Spa(Rb, R”), avec R
une C-algébre sympathique (proposition 2.6.3). Regardons la suite exacte de fibrés

0— Oxg = Ox4(1) = i xOg: — 0.

(avec S¥ = Spa(R, RT)) et prenons la suite exacte longue de cohomologie qui s’en déduit en
appliquant I'(Xg, -). On voit qu’il suffit de montrer que la fleche

H°(Xs,0x4(1)) = H°(Xs,i00+Osz)

est surjective pour avoir que H' (X, Ox) = 0, puisque l'on sait déja que H!(Xg, Ox4(1)) =
0. Mais cette fléche n’est autre que 6 : B(R?)¥=P — R. Le corollaire 2.6.7 permet de conclure
que R'7.0x =0. O

Remarque 2.6.9. — La preuve montre que R°7,0x = Q,. Si A =d/h > 0, R7,Ox (\) =
U, qui est non nul. Si A = d/h < 0, R'7.Ox()\) # 0 : cela se vérifie aisément & 1’aide des
calculs précédents et de la suite exacte

0 — Oxy(d) = Oxp — oo Bin/t*Biz — 0,
ou FE = Qph,.
De la proposition et de la remarque précédentes, on déduit le

Corollaire 2.6.10. — La catégorie Cohy est exactement la sous-catégorie pleine de
D*(Cohx) suivante

{F,H(F)=0sii#0,-1, R'm,H(F)=0,R'r,H '(F)=0}.

Autrement dit, le foncteur RO, restreint a la catégorie Cohy est exact.
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2.7. La catégorie BC en termes de la courbe

2.7.1. La catégorie BC comme coeur abélien de D’(Cohx). — On vient de voir que
le foncteur R%7, de Cohy dans la catégorie des faisceaux sur Perfc .04t était exact. On
va voir maintenant qu’on a en fait beaucoup mieux. Le théoréme 2.2.7 de Scholze permet
d’identifier les sites Perfc proet €t Perfes oo,
I’énoncé suivant, qui est le résultat principal de ce texte.

ce que l'on fait désormais, en particulier dans

Théoréme 2.7.1. — Le foncteur R, réalise une équivalence de catégories entre Cohy
et BC.
Démonstration. — Montrons tout d’abord que 'image de Cohy par R°7, tombe dans BC. Le

groupe de Grothendieck K((Cohy) est isomorphe & Ko(Cohx) via la fléche [F] — [HO(F)]—
[H=Y(F)]. Or

Ko(Cohx) ~ Ko(Fiby) ~ Z[Ox] & Pic(X) ~ Z[Ox] & Z[Ox (1)].

Comme la catégorie BC est par définition abélienne et stable par extensions, il suffit donc
de vérifier que R°7,Ox, R'1,Ox(1) € BC. Or on a R’1.0x(1) = U; et R'1.0x = Q,
comme on I’a vu au cours de la preuve de la proposition 2.6.8.

Soit BC la catégorie définie de facon analogue a BC en remplacant faisceaux de Q,-espaces
vectoriels par faisceaux de groupes abéliens. La catégorie BC est une sous-catégorie de BC.
Pour prouver le théoréme, on va montrer que R°7, induit une équivalence entre Cohy et
BC. Observons alors que si F,G € Cohy, tout élément de Hom,, oh % (F,G) induit par R'T,
un morphisme Q,-linéaire entre les faisceaux de Qy-vectoriels R7,(F) et R°7.(G). On en
déduit donc que les trois catégories Coh’y, BC et BC sont nécessairement équivalentes.

L’exactitude du foncteur RO7, : Cohy — BC donne une fléche pour tout F,G € Cohy et
tout ¢ > 0

(%)i,Fg: EXtiCoh;( (F,G) — ExtiZ_Sh(Roﬁk}"7 ROT*Q).

Par définition de BC comme plus petite-sous catégorie abélienne stable par extensions de la
catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur Perfc pro¢¢ contenant les Q-Espaces Vecto-
riels de dimension finie et les C-Espaces Vectoriels de dimension finie, il s’agit donc pour
démontrer le théoréme de prouver que la fléche ci-dessus est un isomorphisme pour 7 = 0, 1
et pour tout F,G € Cohy.

Proposition 2.7.2. — On suppose que F,G sont des Qp-Espaces Vectoriels de dimension
finie ou des C-Espaces Vectoriels de dimension finie. Alors (x); r g est un isomorphisme
pour i =0,1,2.

Démonstration. — C’est un corollaire des résultats de la section 2.4 et du calcul des Ext’
entre faisceaux cohérents sur la courbe. ]

Montrons pour commencer que I’énoncé de la proposition 2.7.2 reste valable lorsque F
et G sont & pentes entre 0 et 1, i.e. que (*); r,¢g est un isomorphisme lorsque F et G sont a
pentes entre 0 et 1 et ¢ = 0,1, 2. Il existe alors V, V' deux Q,-espaces vectoriels de dimension
finie, W, W'’ deux C-espaces vectoriels de dimension finie et des suites exactes

02VR®0x 5 F 3icW—=0 ;3 05V ®0x =G =i W —0.
D’ou des suite exactes
0 — Homg,,- (loo, s W, G) — Homg,,- (F,G) — Homg,,~ (Ve 0x,0)
— Extl_, (i W, G),

X
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Homgy, - (V @ Ox,G) = Extey,  (io,s W, G) = Exty,, - (F,G) = Extg,,— (V ® Ox,G)
= Bxtyy, (ioo s W, ),

et

Ext o, (V ® Ox,G) = Bxt,, (ioox W, G) = Exte,, — (F,G) = Ext¢,,  (V® Ox,0).

Cohy X
Ce dernier groupe est nul dans les deux catégories considérées, puisque Extéoh, (V&
X
Ox,V'®Ox) (resp. Exty_g,(VV')) et Extéoh} (V@ Ox,ineW') (resp. Exty_q,(V, W' &

G,)) le sont, d’aprés le théoréme 2.4.1. On peut donc supposer que F est un Q,-Espace
Vectoriel ou un C-Espace Vectoriel de dimension finie. On écrit alors

0— HomCOh; (F,V ®Ox) = Hochh} (F,G) — HomCOh; (Fyico W)
— Bxtg,, (F,V'® Ox),

Hom gy~ (F o o W') = Bt (F, V' ® Ox)

= Bxteg, (F,9) = Bxtey, (Fisos W) = Extg - (F,V' ® Ox)

et

Extéoh} (FricosW') — Extéoh} (F,V' @ Ox) — Extéoh;( (F,G) — Extéoh;( (FricoW').
Ce dernier groupe est nul dans les deux catégories considérées, d’aprés le théoréme 2.4.1.
Le résultat cherché se déduit donc de la proposition 2.7.2.

Pour prouver que (*); r¢ est un isomorphisme pour ¢ = 0,1 dans le cas général, nous
ferons usage du lemme suivant :

Lemme 2.7.3. — On a les suites exactes suivantes dans Cohy pourd >1 etk >0 :
(19) 0—-0x 20x(1)®0x(d—1) = Ox(d) — 0,

(20) 0 — Ox — Ox(k) = oo Bl /t"Bix — 0,

(21) 0 = Ox — iooxBip/t"Bix — Ox(—k)[1] = 0.

Démonstration. — Ces suites exactes se déduisent respectivement des suites exactes sui-

vantes dans Cohy, vues comme triangles exacts dans la catégorie dérivée :
0> 0x >0x(1)®0x(d—1) = Ox(d) — 0,
0—Ox — Ox(k) — ioo,*BgR/th(J{R -0,

0 — Ox(—k) = Ox — i «Big/t*Biz — 0.

Les deux derniéres suites exactes, induites par la multiplication par un élément de
HY(X,0x(k)) = B?=P" sont les mémes & torsion prés et la traduction géométrique de la
« suite exacte fondamentale » en théorie de Hodge p-adique : cf [66, 8.2.1.3]. L’existence de
la premicre suite exacte se démontre comme dans [35, 8.20]. O
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On déduit du lemme que pour tout F € Cohy, il existe une suite exacte dans Cohy
0V ®0x > F = F =0,

avec F' un fibré a pentes entre 0 et 1 et V' un Q,-espace vectoriel de dimension finie.

Soit donc F,G € Cohy. On écrit
0-VeO0x >F -F—=0 ; 0V ®0x—=>G —=G—0,

avec F',G’ a pentes entre 0 et 1, V,V’ des Q,-espaces vectoriels de dimension finie. On a
une suite exacte

0 = Homg,, - (F,G) = Homg, - (F',G) = Homg, - (V ® Ox,G) = Exte, ) (F. Q)

= Exte, (F,9) = Bxte,, (V ® Ox,0).

On peut donc supposer, ce que l'on fera, F & pentes entre 0 et 1. On a des diagrammes
commutatifs de suites exactes

Homgg, - (F, V' ®Ox) Homg, - (F.g") Homg,,, - (F,6) Extéﬂhz’ (F, V' ®0Ox) Ext;uh; (F,G")

| | | | |

Homgz_sn (R F, ROT.V' @ Ox ) — Homgz_ g (R F, R°7.G') — Homg_gp,(R° 7. F, R°T.G) — Exty_g, (R F, ROT.V' @ Ox) — Exty_g, (R°7.F, R°T.G)

et

Ext!

"Cohy

(F, V'@ Ox) —————Bxtg, - (F,G) Extig,; (F,0) Extg,, (F.V'® Ox) Extg,. (F,G)

l l | l |

Exty_g,(R'T.F, ROT.V' ® Ox) —— Exty_g,(R°7.F, R'7,G') —— Exty_g,,(R"7.F, R°7.G) — Exty_g,(R'7.F, R'7.V' @ Ox) — Exty_g,(R'T.F, R'7.G)

On veut montrer que les fleches verticales du milieu ()o, 7 g et (¥)o,7,g sont des isomor-
phismes; grace au lemme des cing, il suffit de le vérifier pour les autres fléches verticales.
Tous les fibrés qui apparaissent étant désormais a pentes entre 0 et 1, c’est gagné. O

Remarque 2.7.4. — Si F et G sont deux fibrés & pente entre 0 et 1, le fait que (x)o,r ¢
est un isomorphisme peut aussi se démontrer & ’aide de la théorie des groupes p-divisibles.
En effet, on peut supposer F = Ox(A\), G = Ox(u) avec A\, u € QN [0, 1]. Donnons-nous
alors deux groupes p-divisibles G, G, sur O¢ de revétements universels Uy, U, ; on note
M(X), M (1) les modules de Dieudonné sur Q, correspondants. D’une part on sait (cf. [65],
Th. 7.18 et paragraphe aprés 7.27) que le foncteur de ¢ —Mod g+ vers Bunx est pleinement

cris

fideéle, c’est-a-dire que

Homcony (Ox (), Ox (1)) = Homp: (M(X) @1 By, M(p) @1 Bgg,).

cris’?

D’autre part on a vu dans la remarque 2.2.21 que

Hompe (U, U,,) = Hom(G5%,, G34)) = Homg+

(M(N) @1 By, M(p) @1 Bs),

cris? cris

ce qui conclut.

Remarque 2.7.5. — Les méthodes de cet article montreraient aussi que si E est un corps
local de caractéristique p, la catégorie des E-espaces de Banach-Colmez (cf. remarque 2.2.12)
est équivalente a la catégorie Cohy , ou Xp désigne la courbe de Fargues-Fontaine pour le
corps local FE (et F = C"). Le théoréme 2.4.1 reste valable en remplacant Perfo par Perfos
et Q, par E, & ceci prés que Extl(Ga, G,) = 0. En effet, le faisceau G, est représenté par
ALperf et
Cb
Vi >0, H(AGP, Ga) =0,
d’aprés [129, Lem. 4.10 (v)] (comparer avec le théoréme 2.3.1).

Comme corollaire de la preuve du théoréme, on obtient le résultat suivant.
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Corollaire 2.7.6. — Les groupes Hom(F,G) et Ext'(F,G) pour F,G € {Qp. G} sont
les mémes dans la catégorie des faisceaux pro-étales de groupes abéliens et dans celle des
faisceauz pro-étales de Q,-espaces vectoriels.

Remarque 2.7.7. — On pourrait certainement le prouver par des méthodes semblables
a celles de la section 2.4; cela demanderait d’expliciter en bas degré les complexes qui
apparaissent dans [105] et [88].

2.7.2. Lien avec la définition originale de Colmez. — Rappelons la définition ori-
ginale de Colmez des espaces de Banach-Colmez, appelés par lui Espaces de Banach de
dimension finie ([35]).

Pour Colmez, un Espace de Banach est un foncteur covariant de la catégorie des C-
algébres sympathiques dans la catégorie des Qp-espaces de Banach. Une suite d’Espaces
de Banach est dite ezacte si elle I'est quand on ’évalue sur toute algébre sympathique. Un
Espace de Banach de dimension finie est alors par définition un Espace de Banach obtenu par
extension et quotient comme dans la définition des Banach-Colmez & partir des Q,-Espaces
Vectoriels de dimension finie et des C-Espaces Vectoriels de dimension finie (que I'on voit
ici par restriction comme foncteurs covariants sur la catégorie des C-algébre sympathiques).
Nous noterons BC’ la catégorie des Espaces de Banach de dimension finie.

Commencgons par une caractérisation des algébres sympathiques.

Proposition 2.7.8. — Soit S = Spa(R’, R*°), avec R une C-algébre perfectoide. On a
équivalence entre

— R est sympathique ;

—HY(S,Q,) = 0.

Démonstration. — Comme H'(S,Og) = 0 pour tout affinoide perfectoide, 1’équivalence
des deux derniers points est immédiate. L’argument de la preuve de 2.6.8 montre que R est
sympathique si et seulement si H!(Xg, Ox,) = 0. Par ailleurs on a remarqué au cours de la
preuve de la proposition 2.6.8 que 7.0x = Q, et R'7.Ox = 0 pour i > 0 d’aprés la méme
proposition. Donc la suite spectrale de Leray pour 7 donne pour tout 7 > 0 un isomorphisme

Hi(X57 OXs) - Hl(Sa Qp)7
ce qui donne I’équivalence des deux premiers points. O

Ezxzemple 2.7.9. — Si K est un corps perfectoide contenant C, K est sympathique si et
seulement si H' (G, Q) = 0 pour tout ¢ > 0. La suite exacte de faisceaux

0= Z, - W(G) "5 w(ah) - o

montre que le corps perfectoide K est sympathique si  est surjectif sur W (K?). On montre
de plus (|98, Prop. 3.10]) que W (K?)/pW (K") est isomorphe comme groupe topologique au
complété p-adique de P Zp, olt B est une base de K"/pKb sur F,. Le corps perfectoide
K est donc sympathique si p est surjectif sur K (i.e. H'(Gx, Z,) est nul ssi H' (G, F,) est
nul). Par exemple, tout corps dont le basculement est un corps valué parfait sphériquement
complet contenant C” convient (en effet, soit L un corps parfait sphériquement complet et
a € L. Silal > 1, la série >, ¢ a?” converge car L est sphériquement complet vers une
racine x de 'équation p(z) = a. Si |a| < 1, remplacer a par a+bP — b, avec |b| > 1). Il existe
donc en particulier des corps sympathiques qui ne sont pas algébriquement clos.

Corollaire 2.7.10. — Si R et R’ sont deux C-algébres perfectoides telles que R’ ~ R",
R est sympathique si et seulement si R’ lest.

Démonstration. — C’est un corollaire immédiat de la proposition 2.7.8. O

Proposition 2.7.11. — Les catégories BC et BC' sont équivalentes.
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Démonstration. — Notons tout d’abord que tout objet de BC s’écrit comme un quotient
d’un espace de Banach-Colmez effectif, c’est-a-dire extension d’'un C-Espace Vectoriel de
dimension finie par un Q,-Espace Vectoriel de dimension finie, par un Q,-Espace Vectoriel
de dimension finie. Cela se raméne en effet, grace au théoréme 2.7.1 & vérifier que tout
faisceau cohérent sur la courbe s’écrit comme quotient d’un fibré & pentes entre 0 et 1 par
un fibré semi-stable de pente 0. Or ceci est une conséquence immédiate de la classification
et du lemme 2.7.3.

Montrons alors que le foncteur d’oubli qui & un objet de BC associe le foncteur sous-
jacent sur la catégorie des C-algébres sympathiques réalise une équivalence entre BC et BC'.
Le paragraphe précédent et la proposition 2.7.8 montrent que I'image par ce foncteur d’un
espace de Banach-Colmez est bien un objet de BC' (26). La pleine fidélité est un corollaire du
fait que les algébres sympathiques forment une base de la topologie pro-étale (proposition
2.6.3). Enfin I'essentielle surjectivité découle du fait qu'on a a aussi dans BC’ :

Extge (W @ O,V) = Home(W,V @ C)
([35, Prop. 9.16]). O
On retrouve ainsi I'un des résultats principaux de [35].
Corollaire 2.7.12. — La catégorie BC' est abélienne.
En bonus, on a le
Corollaire 2.7.13. — La catégorie abélienne BC ne dépend que de C°.

Corollaire 2.7.14. — La catégorie BC permet de reconstruire la courbe de Fargues-
Fontaine X5,

Démonstration. — En effet, le théoréme 2.7.1 et la proposition 2.5.6 permettent de recons-
truire Cohy.n & partir de BC, puisqu’ils montrent que

Coh ysen ~ BCT

(avec les notations du paragraphe 2.5.2). Or un théoréme de Gabriel ([77, Ch VI, §3]) affirme
qu’un schéma noethérien Z peut étre reconstruit a partir de la catégorie abélienne Cohy
de ses faisceaux cohérents, a équivalence prés (Z s’identifie comme espace topologique a
I’ensemble des sous-catégories de Serre irréductibles de Cohz avec pour ouverts les D(Z),
ensemble des sous-catégories de Serre ne contenant pas une sous-catégorie de Serre 7 fixée ; le
faisceau structural évalué sur Pouvert D(Z) est le centre de la catégorie abélienne Cohy /7).

O
Corollaire 2.7.15. — Les espaces de Banach-Colmez sont des diamants sur Spa(C).
Démonstration. — On vient de voir que tout espace de Banach-Colmez était le quotient par
un Q,-Espace Vectoriel de dimension finie (donc par une relation d’équivalence pro-étale)
du revétement universel d’un groupe p-divisible, qui est un espace perfectoide. O
Question 2.7.16. — FEst-il vrai que les seuls objets représentables de BC sont ceux de
Bcrep ‘?
Remarque 2.7.17. — Dans la question précédente, on a laissé de coté les C-Espaces

Vectoriels de dimension finie, qui ne sont pas représentables par un espace perfectoide. Si
toutefois on se demande quels espaces de Banach-Colmez sont représentables par des espaces
adiques sur C, on peut s’attendre & obtenir exactement les sommes directes d’un objet de

26. Et explique au passage pourquoi la définition de Colmez des suites exactes d’Espaces de Banach était
« raisonnable ».
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BC™P et d’un C-Espace Vectoriel de dimension finie, ¢’est-a-dire précisément les revétements
universels de groupes analytiques rigides de type p-divisible au sens de [62].

2.7.3. Le « dréle de corps » de Colmez. — Notons Coht)?rs la sous-catégorie de Cohx
formée des faisceaux de torsion, qui est la sous-catégorie de Serre des objets de rang rg = 0.
Le foncteur fibre générique identifie le quotient Cohx /Coh'™ a la catégorie des Frac(B.)-
espaces vectoriels (B, = B, [1/t] et Frac(B,) est le corps des fonctions de X ). En particulier,
cette catégorie est semi-simple avec un seul objet simple.

Si l'on fait la méme manipulation avec Cohy, i.e. si 'on quotiente par la sous-catégorie
de Serre formée des objets de rang rg~ = 0, qui est la sous-catégorie des fibrés semi-stables
de pente 0 placés en degré 0, on obtient aussi une catégorie semi-simple avec un seul objet
simple S & isomorphisme prés : cela se déduit immédiatement des suites exactes du lemme
2.7.3. Par conséquent,

¢ = Endcoh;{/(coh;{)rgfo(s)
est une algébre a division.

Le théoréme 2.7.1 identifie Cohy /(Cohy )™ =% a4 BC/(Q, —EV de d.f.). Comme on peut
choisir pour S la classe i «C] de i »C dans le quotient, € est 'algébre & division étudiée
par Colmez dans [35, §5 et §9]. On a un morphisme d’algébres

C = Endcoh;{ (loo,xC) — Endcoh}/(coh;{),gfﬂ([ioo7*0}),

qui fait de C une sous-algébre commutative de ¢. On pourrait également choisir comme
représentant de S la classe de B‘”th, h > 1, ou celle de i, .Cy, = point fermé de x (C,
est un corps perfectoide de basculé C”). On en déduit que € contient également comme
sous-algebres toutes les algébres a division d’invariant 1/h, h > 1 et tous les débasculements
de C” en caractéristique zéro!

Colmez prouve que C' est une sous-algébre commutative maximale de € ([35, Prop. 5.30])
et que le centre de % est réduit a Q,, ([35, Prop. 9.22]) ?7). La question suivante est due &
Laurent Fargues.

Question 2.7.18. — La courbe X est-elle, en un sens & préciser, « la variété de Severi-
Brauer attachée a ’algébre & division € » ?

Remarque 2.7.19. — Si H est Palgébre des quaternions de Hamilton, et Xg la variété
de Severi-Brauer qui lui correspond (une conique sans point réel), on vérifie que la catégorie
Cohy / (Coh;(R)r"—f:0 a un unique objet simple, dont ’algébre des endomorphismes est
isomorphe a H. La question précédente va donc dans le sens de ’analogie, mentionnée dans
[63] et évoquée dans lintroduction, entre la courbe de Fargues-Fontaine et la forme tordue
Xgr de la droite projective.

2.8. Cohomologie syntomique et espaces de Banach-Colmez

Jusqu’a la fin du paragraphe 2.8.4, ¥ sera un schéma formel propre et lisse sur 'anneau
des entiers O d’une extension finie K de Q,, de fibre générique rigide T. On notera 3 =
T ®0,Oc et Z la fibre générique rigide de 3 (28) " Contrairement & la notation en vigueur
dans le reste du texte, dans les paragraphes 2.8.1 & 2.8.4, v désignera le morphisme du topos
pro-étale de Z vers le topos Zariski de 3 (en conformité avec [14]). Le morphisme du topos
pro-étale de Z vers le topos étale de Z sera quant a lui noté v/, comme dans le reste de ce
texte. Si K*, K'® sont des complexes, on notera :

[K* — K'*] = Cone(K* — K *)[-1].

27. Peut-on le démontrer plus facilement avec la définition de € adoptée ci-dessus ?
28. Nous notons 3 et Z au lieu de X et X comme dans [14], car nous réservons la lettre X a la courbe de

Fargues-Fontaine.
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2.8.1. Cohomologie syntomique. — Soit A un anneau et f € A, non diviseur de zéro.
Les foncteurs décalage ont été introduits pour la premiére fois dans [13], sur une suggestion
de Deligne.

Définition 2.8.1. — Soit 6 : Z — N. Si K*® est un complexe de A-modules, on définit un
nouveau complexe n; s K*® par

(5. K*) ={x € fPUKI dw e fOUTDEIT}.
Si 6 =1Id, nq, s K* est simplement nyK*.

Proposition 2.8.2. — Si 0 est croissante, 15, transforme les quasi-isomorphismes en des
quasi-isomorphismes, donc s’étend en un foncteur noté Lns s entre catégories dérivées.

Démonstration. — Voir [13, Prop. 8.19]. O

Nous allons utiliser ces constructions pour fabriquer un complexe calculant la cohomologie
syntomique géométrique de T (pour la définition de laquelle on renvoie a [110] ou [46]).
Notons tout d’abord :

B+

cris”

C3 syn = RU(3zar, L RvsAing z) @4

inf
Le Frobenius de L1, Rv.Ains,z induit un Frobenius ¢ sur Cg,syn.
Soit r > 0. Posons §,(j) =r —j si 0 < j <r et d,.(j) = 0 sinon. On pose :
F'KS$ syn = BT (Zst, Lnass, e RV.BR 4)-
Il est démontré dans [14, p. 110] que
CS sym ®B:§;s BIR ~ RT(Zg, LngRu;Bijz).
D’ot une fléche naturelle :

+
FRS syn = C359m @+ Bag-

Définition 2.8.3. — Pour r > 0, on note D3 _ {r} le complexe

,Syn

1-p "¢
H f.S,syn — C:'.S,syn] g> Cone(FTIC37syn - Cg7syn ®Bc+ris BIR)])

la fleche « étant définie comme composée des fleches évidentes :
€3 2P ] 0 @pr B Cone(FTKS ... — C% o @pt B
3,5yn 3,50 3syn 7 U3syn @B Pdr one 3.syn 77 U3syn OB Pdr)-

Remarques 2.8.4. — a) On notera que le complexe Dg’syn{r} a Un sens sans supposer
que 3 provient par extension des scalaires d’un schéma formel sur ’anneau des entiers d’un
corps p-adique. En fait nous n’aurons besoin de cette hypothése que pour la proposition
2.8.6 ci-aprés (et il est possible que cette hypothése soit superflue).

b) Il est probable que le complexe D‘;’Syn{r} puisse se réécrire sous la forme plus simple :

—r

1—
[RT(3zar, Lnis, gmRv.BY) ~ == RT(3zar, L Rv.B)][—1].
Nous espérons revenir sur ce point dans un travail futur.

Pour identifier les groupes de cohomologie Dgysyn{r}, nous allons faire appel aux résultats
de [14, Ch. 12, Ch. 13]. Notons Z = 3 xgp(0) Spec(Oc/p). On note u la projection du site
cristallin (Z/Z,)qris sur le site Zariski Zza,, qui s’identifie au site Zariski de 3. On considére
le complexe de faisceaux Acyis, z 1= Rux CZr}SAmS (cf. [46, §12]).

On a le résultat remarquable suivant.
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Théoréeme 2.8.5. — On a un quasi-isomorphisme compatible au Frobenius
RF(SZara LnuRV*Ainf,Z) ®Ainf Acris x~ RF(SZary Acris,Z)~

En particulier,
H* (Cg,syn) = ngis(s XSpf(Oc) Spec(ﬁp)) ®QP Bctis'

Démonstration. — Le quasi-isomorphisme est un corollaire de [14, Th. 12.1], qui affirme
que
L"];LRV*Ainf,Z(gjmfAcris = ACI’iS,Zv
et du fait que les groupes de cohomologie sur 3 de Ln.Rv,Aiy z sont des Ajns-modules
projectifs de rang fini. Il est immédiat en suivant le preuve de [14]| que ce quasi-isomorphisme
est compatible a I’action de Frobenius.
La deuxiéme phrase est [14, Prop. 13.9] (et le fait que 3 est quasi-compact). O

Dans I’énoncé suivant, on note encore F pour A~'F, si F est un faisceau étale sur T et
A le morphisme du site étale de Z vers le site étale de X.

Proposition 2.8.6. — On a pour tout v > 0 un diagramme commutatif :
(Or®g€ Bl — W@k&'Big =+ — Q@B — ...) — Q9®x By

| l

Lays, ¢ RV;B(TR,Z L RV;BQFR,Zv

les fleches verticales étant des quasi-isomorphismes. En particulier, pour tout r > 0 et tout
i >0,
H'(Cone (FT’Cg,syn = C359m @t B:IR)) = (Hir(T) @k B{g)/Fil".

Démonstration. — Le lemme de Poincaré 2.3.15 et la proposition 2.3.16 donnent comme on
I’a vu dans la section 2.3 un quasi-isomorphisme

RUBJ, = Or®k Bl = Qp@kE Bl = - = Q@& "By
(obtenu en appliquant Ry, a la résolution fournie par le lemme de Poincaré), la différentielle
en degré i du membre de droite étant la différentielle usuelle du complexe de de Rham de T
en degré i. On a donc
Lne RV B, ~ Qy@k Bl

Le raisonnement est analogue pour Lnid+s, ¢- 0

L’énoncé suivant dit que le complexe D§ {r} a effectivement pour groupes de cohomo-

,Syn
logie les groupes de cohomologie syntomique géométrique de ¥.

Théoréeme 2.8.7. — On reprend les notations de la proposition précédente. Pour tout
i >0,
Hl( 3,syn{r}) = Hgyn(sokar)[l/p]-

Démonstration. — C’est une conséquence directe de la définition de D5 {r}, de ce qui
précede et de [110, Eq. (45)]. O
Remarque 2.8.8. — Plutdét que d’utiliser cette définition indirecte de la cohomolo-

gie syntomique, i.e. les résultats de [110], on pourrait essayer de comparer directement
Dasyn{r} et le complexe syntomique de Fontaine-Messing. Cela demanderait de com-
parer RI'(3zar, Lns, enuRVeAing,z) @A, Acris avec le poussé en avant sur le site Zariski
Ru*jg/]Ams (o1 jg/]Acras est le faisceau introduit dans [74]). C’est peut-étre possible en
reprenant les techniques du chapitre 8 de [13].
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2.8.2. Cohomologie étale. — Posons cette fois-ci

KS ¢ = RU(3zar, RvsAing 7) @4, B = RU(Z, Ajng,z) @4, B.

inf

Il s’agit d’un complexe de B-modules. Le Frobenius est le Frobenius induit par celui de
Aing, z. Pour r > 0, on pose

F'K3 ¢ = BT (3zar, RviE" Aing,z) @ 4, B = RT(Z,€" Aing,z) @, Big-
Définition 2.8.9. — Pour r > 0, on note :
L] L] 1_ N ° T ] L]
DS i} = K5 L7 K$ 6] = Cone(F"K$ 4 — K3 ¢, @5 Big)]-

D’aprés [14, Th. 5.6] (conséquence du théoréme de comparaison de Scholze de [129]),
I'inclusion Ajns — Ajng,z induit un presque quasi-isomorphisme :

RF(Z, Zp) ®ZP Ainf — RF(Z, Ainf,Z)
dont le cone est annulé par W(me» ). Par conséquent, on a un quasi-isomorphisme
S5a >~ RI(Z,Q,) ®q, B.
De méme, on obtient
F'K$% & ~ RT(Z,Q,) ®q, Fil' Bjy.
Ceci et la suite exacte
0= Q, — B*F — Bi,/Fil" — 0,

montrent la
Proposition 2.8.10. — Pour toutr > 0 eti > 0,
H'(DS o {r}) = Hi(Z, Qy).

2.8.3. Interprétation en termes de la courbe de Fargues-Fontaine. — Niziot
montre dans [111] que les groupes de cohomologie syntomique sont les C-points d’espaces
de Banach-Colmez. On peut essayer d’interpréter ce résultat & l'aide de la courbe de
Fargues-Fontaine ; nous proposons dans ce paragraphe une construction simple, mais qui ne
convient qu’en petits degrés.

Construction 2.8.11. — Soit (K*,¢) un complexe de p-modules projectifs de rang fini
sur B. Soit K'* un compleze de BJR-modules libres de rang fini et f : K'* = K* ®p+ B;{R

cris

un morphisme de complexes de B;R—modules, qui soit un isomorphisme aprés inversion de
&. La donnée (IC‘,cp,lCl’) détermine un complexe de faisceaux cohérents f(lC‘,cp,IC,') sur
X.

Démonstration. — Le complexes (K*®, ) de p-modules projectifs de rang fini sur B déter-
mine un complexe E(K®, ) de fibrés vectoriels sur X. Le cone du morphisme f correspond
quant & lui & un complexe de faisceaux cohérents de torsion supportés au point a 'infini et
on a un morphisme du complexe £(K®, ) vers ce complexe de faisceaux de torsion, corres-
pondant & la composée

K* = K*] = K* = K* @p Bl — Cone(K'* L K* @5 BI).
On définit alors F(K*, ¢, Fil) comme le cone de ce morphisme, décalé de —1. O

Remarque 2.8.12. — Soit (K*,p) un complexe de p-modules projectifs de rang fini sur
B. A ce complexe correspond un complexe de fibrés vectoriels £(K®, ¢) sur la courbe de
Fargues-Fontaine. Soit (C®, ) le complexe de ¢-modules projectifs de rang fini sur B;is
correspondant a (K®, ) par ’équivalence entre p-modules projectifs de rang fini sur B et sur
Bt . En particulier, K*®p Bd+R ~C*QRp+ B(;rR. Soit K'* un complexe de BCTR-modules libres

cris® .
cris

de rang fini et f : K'* =K@ Bt B(TR un morphisme de complexes de B;{R—modules7 qui soit
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un isomorphisme apreés inversion de &. Le cone du morphisme f correspond & un complexe
de faisceaux de torsion supportés au point a l'infini. On a un morphisme de £(K®, ¢) vers
ce complexe, correspondant & la composée :

K* = K* @p,,,. Bly — Cone(K'* 5 K* @ 5« BY,).

On note F(K*,¢,Fil) le cone de ce morphisme, décalé de —1. Ce complexe de faisceaux
cohérents F(K°, p, ICl’) a pour i-éme groupe d’hypercohomologie sur X le i-éme groupe de
cohomologie du cone :

D* = [[C* =5 ¢*] = Cone(K'* 5 C* @0 B,

si l'on suppose que le faisceau H*=1(E(K®, ) est a pentes > 0. Notons 7; la fléche :
7 H([C* =5¢%) = H'(Cone(K'* L5 €* @ Bfy)).
Alors H'(D*) est une extension
0 — Coker(v;,_1) — H'(D*) — Ker(y;) — 0.

Or pour tout 1,

H([c® =5 ¢%) = H'(C*)*=" = HO(X, H'(E(K", ¢)))

La premiére égalité vient du fait que si D est un isocristal, le conoyau de 1— ¢ sur D®Qp B;is

est nul; la seconde du fait que les ¢-invariants d’'un ¢-module sur B et du ¢-module sur
B+

s qui lui correspond sont les mémes. On en déduit que

Ker(y;) = Ker(H* (X, H/(E(K®, ¢))) — H°(X, Hi(Cone(/C/' RNl Qp+ B(]LR))))

cris

’

= HY (X, H'(F(K*,0,K'*)))
et que

Coker(y;_1) = Coker(H*(X, Hi(Cone(K'* -1 C*® 5+ Bln))) — HO(X, HY(E(C*, ¢))))

= Hl(X7 Hi_l(]:(lc.’ 1) K:/.)))’
puisque par hypothése H=1(£(K®, )) est & pentes > 0, donc n’a pas de H! sur la courbe.

Proposition 2.8.13. — Le complexe ngsyn est quasi-isomorphe, avec son Frobenius, a un
complexe de p-modules projectifs de rang fini sur BT. . Pour chaque r > 0, FTIC;%Syn est

cris”®

quasi-isomorphe a un complexe de B(TR—modules libres de rang fini.

Démonstration. — En effet, le théoréme 2.8.5 montre que le complexe C§ . est quasi-
isomorphe au complexe RT'(3 Xsp(0.) Spec(F))) @QPB+

iss €t le complexe RI'(3 Xgpr(o00)
Spec(F,)) est isomorphe a la somme de ses groupes de cohomologie (car la catégorie des
isocristaux ¢ — MOde est semi-simple), qui sont de dimension finie. On raisonne de méme
pour F TIC‘;’Syn a laide de la proposition 2.8.6 (en utilisant cette fois-ci qu'un complexe

d’espaces vectoriels sur un corps est automatiquement scindé). O

Le complexe C?.),syn correspond par 1’équivalence entre ¢-modules projectifs de rang fini
sur B et sur B

oris @ un complexe K§ de p-modules projectifs de rang fini sur B, qui est

_“3,syn
simplement RI'(3 Xgpr(00) Spec(Fp))®QpB.
Remarque 2.8.14. — Cette remarque fait suite a la remarque 2.8.4. On peut se demander
comment décrire directement le complexe (K%ysyn, ©). Le candidat évident est :

RT(3zar, Lni R B 7).

Pour vérifier que ce choix convient, il faudrait montrer que

RF(3Zar7 LntRV*BE) Qp+ Bl ~ RF(SZM? LnlJRV*Ain,Z) @ At B:;is‘

cris
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C’est probablement possible en adaptant les méthodes de [14, Ch. 12], mais nous ne I’avons
pas fait. Une telle formulation serait plus naturelle et éviterait quelques contorsions.

Noter que c’est ¢ et non p qu’il faut mettre quand on est au-dessus de B (ou BY) au lieu
de B;is

p est inversé). Bien str sur B

si on veut que le Frobenius soit un quasi-isomorphisme (puisque ¢(t) = pt et que
+

cris?

par une unité (et méme une unité de Acyis)-

on peut utiliser ¢ ou p indifféremment puisqu’ils différent

Définition 2.8.15. — Pour r > 0, on note F5{r} le complexe de faisceaux cohérents sur
la courbe obtenu en appliquant la construction 2.8.11 au triplet ( Sy PP FTIC%,Syn).
Remarque 2.8.16. — En complément de la remarque précédente, il est raisonnable de

penser que le complexe F3{r} est tout simplement le complexe de fibrés sur X obtenu en
descendant & X le complexe @p-équivariant RT'(3zar, Lnid+s, t Rv:Bz).

Proposition 2.8.17. — Soitr >0 et i <r. On a un isomorphisme
H'(X, F3{r}) = H'(D§ syu{r}) = Hiu(Toy, 7)[1/p].
Démonstration. — Notons que Hi(S(ICasyn,p_Qp)) est le fibré

E(Hlis(3 Xspt(0e) Spec(Fy))) @ O(r),

d’apres le théoréeme 2.8.5 et [14, Prop. 13.9], déja cité plus haut. On sait que l'isocristal
H! (3 Xspr(oe) Spec(Fp)) est a pentes entre 0 et i (cf. [31, Th. 3.1.2]), i.e. que le fibré
correspondant sur la courbe est a pentes entre —i et 0. Comme i < r, H*(E(KS o, P~ "¢))
est finalement a pentes positives. On peut donc appliquer la remarque 2.8.12. O

Corollaire 2.8.18. — Pour tout v > 0 et tout i > 0, le groupe de cohomologie synto-
mique H (To,,r)[1/p] est naturellement lespace des C-points d’un espace de Banach-
Colmez %),

Malheureusement, cette construction ne dit rien sur ce qui se passe en degré plus grand
que r et elle ne convient certainement plus en ces degrés, cf. [111, Rem. 3.2]. Le probléme
vient exactement du contenu de la remarque 2.8.12, c’est-a-dire du fait que I’équivalence

entre p-modules sur B et sur Bjris n’est pas exacte.

Question 2.8.19. — Existe-t-il une facon naturelle d’associer & 3 un complexe de fais-
ceaux cohérents sur la courbe de Fargues-Fontaine dont les groupes de cohomologie sur X
soient les H., (To,.,r)[1/p] ?

syn
Dans ce sens, et étant plus optimiste encore, on peut se poser la question suivante.
Question 2.8.20. — Notons Xz le diamant :

Xz = (2° x Spa(Q,)°) /¥

On a un morphisme de projection p : Xz — Z° ainsi qu’un morphisme p' : Xz — X.
Eziste-t-il un complexe de faisceaux étales naturels sur Xz dont le poussé en avant le long
de spop (sp désignant le morphisme de spécialisation du site étale de Z vers le site Zariski
de 3) soit le complexe de faisceaur syntomique S(r) sur 3 et dont le poussé en avant le long
de p’ soit le complexe de faisceaux cohérents de la question précédente ?

Remarque 2.8.21. — Au lieu de se restreindre a I'espace Y = Spa(Aint, Aint)\V (p[p’]),

comme on vient de le faire dans ce paragraphe, on peut regarder ce qui se passe « au bord »

29. Comme on le verra plus bas, c’est un Qp-espace vectoriel de dimension finie sous I'hypothése ¢ < r :
ce n’est donc pas un Banach-Colmez trés intéressant !
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de Spa(Aint, Aint), c’est-a-dire au voisinage des diviseurs [pb] = 0et p = 0. En d’autres
termes, on peut considérer le complexe

1

[RF(Sv LT/Id+5T-,£Ln¢*1(u)RV*Ainf,Z) ®Ainf Acris i)tp RF(3> LnuRV*Ainf,Z) ®Ainf Acris]a

avec £ = ©(£). Sa cohomologie devrait étre la cohomologie syntomique géométrique de ¥
(sans inversion de p). On peut penser, vu [14, Th. 14.1] et [16, Prop. 2.8, Cor. 4.6], que quand
on fait le changement de base A.is — W (k), le complexe obtenu est quasi-isomorphe au
faisceau voo 3, (1) des formes différentielles logarithmiques de Milne [107]. A quoi s’attendre
quand on fait le changement de base Ains = Ops ?

2.8.4. Comparaison étale-syntomique. — Définissons tout d’abord ’analogue étale de
Fs{r}.
Définition 2.8.22. — On définit Gz{r} comme le complexe de faisceaux sur X obtenu en

appliquant la construction 2.8.11 a (K3 ¢, p~ "¢, K3 ).

L’avantage des constructions des paragraphes précedents est qu’elles permettent de don-

ner une preuve économique du théoréme de comparaison syntomique-étale, dans le cas de

bonne réduction G,

Théoréme 2.8.23. — Pour tout r > 0 et tout i < r, la fleche naturelle F3{r} — Gz{r}
induit une fleche en degré cohomologique i

Hiyn(‘zok ) T)[l/p] — Hét(Za Qp)a
qui est un isomorphisme.

Démonstration. — Observons tout d’abord que les deux complexes Fs{r} et G3{r} sont
quasi-isomorphes sur X \{oco} par construction. En effet,

K36 ®5 B[1/t] ~ K oy ®5 B[1/1].
+

cris?

RF(SZar» LnuRV*Ainf,Z) ®Ainf Bcris = RF(SZara LnuRV*Ainf,Z[l/ND ®Ainf Bcris

~ RF(SZar» RV*Ainf,Z) ®Ainf Bcris[l/t]a
(on a utilisé la quasi-compacité de 3 pour la premiére égalité). On reconnait & gauche le

i correspondant a K§ syns &

cris

Pour le voir, notons que comme t et p différent par une unité de B, on a

changement de base & B.is du complexe de p-modules sur B
droite celui correspondant a lC;yét.

Il suffit donc de montrer que la fléche induite entre les tronqués 7<,F3{r} ® B(J{R et
T<,G3{r} ® B;{R est un quasi-isomorphisme, c’est-a-dire par définition de ces complexes de
montrer que la fleche naturelle de 7<, F"K§ (| vers 7<, F"K§ 4 est un quasi-isomorphisme.

D’une part, on a vu (cf. la preuve de la proposition 2.8.6) que :

RVIB, = Or®k€™ By = Q@K Bl = -+ = Q@€ "By,
avec pour différentielle en degré ¢ la différentielle du complexe de de Rham.

D’autre part, d’aprés la proposition 2.8.6, on a un quasi-isomorphisme
Lijays, RVBJ, = Or®@k€ By — W@kt 'Biy — - — Q®x Bl — - — Q@xBly.

D’ott le résultat. 0

Remarque 2.8.24. — On pourrait vérifier comme dans [46, §4.7] que la fleche considérée
est la méme que l'application des périodes de Fontaine-Messing.

30. Preuve qui est en substance la méme que celle de [46], mais formulée dans le langage de [14].
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2.8.5. Remarques finales : cohomologie étale et syntomique des affinoides sur-
convergents. — Terminons ce texte en revenant sur les résultats de la section 2.3 et le
lien avec [44].

Soit Z = Spa(R, R™) un espace affinoide défini sur un corps K. Dans ce qui suit, I désigne
un sous-intervalle compact de |0, 1] & extrémités rationnelles.

Définition 2.8.25. — On appelle présentation surconvergente de R un morphisme d’al-
gebres continu et surjectif A : K(T) — R dont le noyau soit engendré par des éléments
surconvergents (1),

L’existence d’une présentation surconvergente lorsque Z est lisse est garantie par [56, Th.
7]. Lorsque Z est de plus de dimension 1 et que l'on s’autorise a étendre les scalaires, on
peut étre plus précis.

Proposition 2.8.26. — Tout affinoide lisse de dimension 1 sur C peut étre obtenu en
retirant un nombre fini de disques ouverts a une courbe propre et lisse. En particulier, tout
affinoide lisse de dimension 1 sur C admet une présentation surconvergente.

Démonstration. — Voir [147, Th. 2.1]. Si Z’ est une courbe propre et lisse, telle que D =
Z'\Z soit une union finie de disques ouverts D;(r;), ¢ = 1,...,m, de rayons r;, on obtient
une présentation surconvergente de Z en écrivant Z comme intersection des Z,, = Z"\ U™,
D;(r; — 1/n), pour n assez grand, d’ou la deuxiéme phrase. O

Soit Z un affinoide lisse de dimension 1 sur C, que l'on écrit comme complémentaire
d’un nombre fini de disques ouverts dans une courbe propre et lisse. Soit A la présentation
surconvergente qui s’en déduit. On pose :

RT(Z,B;[1/t))" = lim RT(Spa(C{p"T)/Ker() N C{pT)), By[1/1)).
>0

Remarque 2.8.27. — 1l faut prendre garde au fait que, contrairement & ce que suggére
la notation (que 'on a voulu garder raisonnable), les complexes ainsi définis dépendent a
priori de la présentation surconvergente choisie. Il serait intéressant de montrer qu’ils n’en
dépendent pas. Nous ne savons le faire que localement, en imitant les méthodes de [147].

Théoréeme 2.8.28. — Soit Z un espace affinoide lisse de dimension 1 sur une extension
finie K de Q, ; on suppose fixée une présentation surconvergente de Zc comme ci-dessus.
Pour tout i > 0, H(Z¢c,Br[1/t])T est un B[1/t]-module libre de rang fini, nul sii > 2.

Démonstration. — 11 faut montrer que pour chaque i, H'(Zc,B;[1/t])T est un By[1/t]-
module projectif de rang fini, c’est-a-dire de type fini et sans torsion, puisque By[1/t] est
principal (|66, Th. 2.5.1]), et nul si i > 2.

Supposons que 1'on sache que H*(Z¢,B[1/t])" est un B;[1/t]-module de type fini pour
tout 7. Alors le systéme projectif des H*(Zc,B;[1/t])t, pour i variant, avec son Frobenius
correspond a un faisceau cohérent sur X \{oo}, dont la partie de torsion est supportée par
un ensemble fini de points de X\ {oc}, stable par Gx, donc vide, d’aprés [66, Prop. 10.1.1].
Il suffit donc de montrer que pour tout i et tout I, H*(Zc,B[1/t])T est un By[1/t]-module
de type fini, nul pour i > 2.

Par hypothése, on s’est donné une courbe propre et lisse Z’ sur C, des disques ouverts
D;(r;),i=1,...,m, de rayons r;, dans Z’ tel que Z¢ s’identifie & Z'\ D, avec D = U™, D;(r;)
et ce choix a déterminé la présentation surconvergente de Zx. Pour chaque n assez grand, la

31. On a noté comme d’habitude T pour T1,...,T,, n = dim R.
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suite exacte d’incision-excision pour le recouvrement (U™, D;(r; —1/n), Z,) de Z’ (ou 'on
anoté Z, = Z'\U™, D;(r; — 1/n)) s’écrit

RTz, (Z',B;[1/t]) — RU(Z',B;[1/t]) — éRI‘(Di(ri —1/n),B[1/t]) JL>17
i=1

d’oll en prenant la limite sur n :

lim RT'z, (Z',B1[1/t]) = RT(Z',By[1/1]) — éRF(Di(Tz’)vBI[l/t]) =y
Or, on a )
RFZn(Z/,B[[]./t]) ~ RPZTL(Zk,E[[l/t]),

si n > k. Fixons k. On a donc aussi un triangle distingué

m
RT'z,(Z',B;[1/t]) — RT(Zy,B1[1/t])) = @) RU(C}(r; — 1/k,ri — 1/n),B;[1/1]) H,
i=1
Cl(r;—1/k,r;—1/n) désignant la couronne de rayons r; —1/k et r; —1/n, ouverte en r;, —1/n
et fermée en r; — 1/k. Ce triangle donne en passant a la limite sur n un triangle distingué :

lim RT7, (Z',By[1/¢]) = RT(Zy, Br[1/1]) = éRP(CQ(m —1/k,r:),Br[1/1]) 3,

puis en passant a la limite sur £ :

lim Rz, (2, B1[1/1]) — RT(Zco,Br[1/t)T — éh_n; RT(CY(r; — 1/k, ), By[1/1]) 3,
n i=1 k

par définition de RT(Z¢,B[1/t])T. On peut bien siir réécrire ce triangle sous la forme :

m
li_n; RT, (Z',B;[1/t]) — RT(Zc,Br[1/t])T — @h&q RT(Cy(r; — 1/k,r;),Br[1/t]) i%,
n i=1 k
C;i(r; — 1/k,r;) désignant la couronne ouverte de rayouns r; — 1/k et r;.

De cette discussion, I’on déduit que pour montrer que si Z est affinoide, les groupes de
cohomologie H*(Z¢,B;[1/t])" sont des Br[1/t]-modules de type fini, il suffit de calculer les
groupes de cohomologie surconvergents de B;[1/¢] pour un disque ouvert et une couronne
ouverte et de montrer qu'ils sont de type fini pour une courbe propre et lisse. Le fait que les
H(Zc,Br[1/t])T soient nuls pour i > 2 se déduit via les triangles distingués ci-dessus, du ré-
sultat analogue pour les variétés propres et lisses et les couronnes ouvertes et de ’annulation
de la cohomologie des disques ouverts en degré > 1.

Pour les disques et les couronnes, c’est une conséquence des corollaires 2.3.29 et 2.3.30. 11
reste & traiter le cas d’une courbe propre et lisse.

Proposition 2.8.29. — Soit Z' une variété propre et lisse sur C de dimension n. Pour
tout i, H'(Z',Br[1/t]) est un Br[1/t]-module de type fini, nul si i > 2n.

Démonstration. — 1l suffit bien stir de montrer que les H*(Z’,B;) sont des Br-modules de
type fini. On le fait « a la Cartan-Serre » : c’est [92, Th. 8.1] (dans les notations de loc. cit.,
B; corespond a Cl1...). O

Ceci conclut la preuve du théoréme 2.8.28. O

Remarque 2.8.30. — 1l serait évidemment bien plus intéressant de montrer que, sous les
hypothéses du théoréme 2.8.28, pour chaque i = 0,1,2, le groupe H*(Zc ¢, L RV.B)T est
indépendant du choix d’une présentation surconvergente et est un B-module projectif de
rang fini. Cela permettrait d’associer canoniquement a tout affinoide lisse Z de dimension 1
sur un corps p-adique et & chaque i = 0, 1,2, un isocristal D; 7 : en effet, H'(Z¢ ¢, Ln:Rv.B)f
correspond alors un fibré vectoriel p-équivariant sur Y et donne donc naissance a un fibré
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vectoriel sur X, qui est de la forme £(D; z) pour un certain isocristal D; z, en vertu du
théoréme 2.5.2.

Sous ’hypothése qu'un modéle formel sympathique de Z existe, on peut préciser ce que
devraient étre les groupes H'(Zc,B[1/t]) (et méme les isocristaux D, z de la remarque
précédente).

Conjecture 2.8.31. — Soit I un sous-intervalle compact de ]0,1[ et soit 3T un schéma
formel « faible » ([99]) semi-stable sur 'anneaw des entiers O d’un corps p-adique K, de
fibre générique rigide un affinoide suconvergent lisse Z'1 de dimension 1, de fibre spéciale 3.
On note Z laffinoide lisse sous-jacent o ZT. Alors pour tout i,

H'(Ze,Br[1/)' = Hi (3s) ®x, Br(1/t],

les Hiy(3s) étant les groupes de cohomologie de Hyodo-Kato (ou log-rigide) de [80] et Ky
Uextension mazimale non ramifiée de Q, dans K. En particulier,

H'(Ze,B1/117~1)T = (Hii (3s) ®x, B[1/8])77".
Ces isomorphismes sont compatibles a l'action de Frobenius.

De ceci on pourrait par exemple déduire I’énoncé suivant, démontré dans [44] par des
méthodes différentes.

Corollaire 2.8.32 (de la conjecture 2.8.31). — Soit 3 un schéma formel semi-stable
sur l'anneau des entiers O d’un corps p-adique, de fibre générique rigide un espace Stein
connexe et lisse Z de dimension 1, de fibre spéciale 35 Alors, si la conjecture 2.8.31 est vraie,

HY(Z,Qp) =0sii>1et H(Z,Q,) est une extension :
0= O(2)/C — H'(Z,Qp) = (Hiix (35)8x,B)*" — 0.

Démonstration. — Les groupes de cohomologie de Hyodo-Kato de 3 s’écrivent naturelle-
ment comme limite projective de groupes de cohomologie de Hyodo-Kato des fibres spéciales
3k,s de schémas formels faibles semi-stables 3. De ceci et de la conjecture on déduit que
pour tout 7 > 0,

H'(Z,B[1/1]*=") = (Hi (3:)®x, B[1/1]) 7"
Cette égalité, jointe a la remarque 2.3.21 et a la suite exacte de faisceaux (17), donnent que
H (Z,Q,)=0sii>2et
0= 0(2)/C — H'(Z,Qp) — Ker((Hii (35)®r, B[1/t) 7! = Hir(Z)®xk,Bar/t™ ' Bjg) — 0

et
H?(Z,Qy) = Coker((Hfik (3:)® 1, B[1/1])#=" = Hir(Z)® K, Bar/t™" Bjg)-

Ecrivons encore une fois Hiji(35) comme limite projective des groupes Hijy (3k.s). A k fixé,
on reconnait dans le noyau et le conoyau ci-dessus le H? et le H' du fibré £(Hjyx (35,5))@0(1)
sur la courbe de Fargues-Fontaine. Ce fibré est a pentes positives : en effet, les pentes de
Frobenius sur Hyy (3k.s) sont < 1, comme on le voit en utilisant la suite spectrale des poids
en cohomologie de Hyodo-Kato ([108, 3.23]) et [31, Th. 3.1.2] ®?). On en déduit la suite
exacte

0—0(2)/C = H'(Z,Qp) = (H{ik(3:) 0k, B)¥= = 0,
et la nullité de H?(Z,Q,). O

32. Cet argument nous a été expliqué par Wiestawa Niziol.
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2.9. Appendice : faisceaux de périodes
Soit X un espace adique sur Spa(Q,,Z,).

Définition 2.9.1. — On considére les faisceaux pro-étales suivants.
— Le faisceau A;s = W(@;b) On a un morphisme de faisceaux 6 : Aj,r — (/9\;2, qui
s’étend en 0 : Aj¢[1/p] — (/Q\X.
— Le faisceau B, = hm, Aine[1/p]/ (ker(0))k. 11 est muni d’une filtration définie par
Fil'Bl; = ker(6)".
— Soit ¢ un générateur de FﬂlIB%IR (un tel élément existe localement pour la topologie
pro-étale, est unique & une unité prés et n’est pas un diviseur de zéro). On pose
Bar = Big[1/t] et Fil'Bar = 3z t /Fil"BY;.
— On définit OIB%IR comme le faisceau associé au préfaisceau défini sur les ouverts
pro-étales de X de la forme Spa(R, R") = T&nSpa(Rh R) (ces ouverts forment une
base de la topologie) comme la limite inductive sur ¢ du complété ker(6)-adique de

(R @z, At (R, R7))[1/p),
le produit tensoriel complété dans la parenthése étant p-adique. Ici
0 : (Rj_@ZPAinf(R) R+))[1/p] — R

est le produit tensoriel de R;r — Ret de 0 : Ajys(R,RT) — R. On a encore un
morphisme de faisceaux 6 : OIB%&*‘R — 5X. On définit une filtration sur OIB%;R par
Fil'OB}; = ker(0)'.

— On pose OBar = OB, [1/] et Fi'OBag = 35 t 7 Fil"™ OBJ,.

Soit X un espace adique sur C.

Définition 2.9.2. — Soit I = [a,b] C]0, 1] un sous-intervalle compact, avec a,b € pQ. Si
a, € Oc» sont tels que |a| = a, || = b, on définit :

B; = (@1 (Amf[[a]/pm/[ﬂﬂ)/p”) [1/p].

On pose :
B = l&n B;.
1C0,1]

Si a € pRnJ0, 1], et a est comme précédemment, on définit :

By = <L£n (Ainf[[a]/p])/p”) [1/p]-

n

On pose :
+

a -

B+:1'£1B

a

Proposition 2.9.8. — Soit S = Spa(R, RT) un espace affinoide perfectoide sur C. On a
H(S,Br) = Bi(R, R")

et
H'(S,Br) =0
si i > 0.
Démonstration. — Comme le faisceau B; est obtenu en complétant p-adiquement

Aine[[e]/p,p/[5]] puis en inversant p, on voit qu’il suffit par récurrence sur m de dé-
crire les sections de Aj,¢ et de montrer que sa cohomologie s’annule. C’est ce qui est fait
dans [129, Th. 6.5], modulo les éléments tués par toutes les puissances [p’]'/"™ dans Ajp;.
Comme [p°]*/™ est inversible dans B; pour n assez grand, cela suffit. O
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Proposition 2.9.4. — Soit G un groupe profini. Soit X — X un recouvrement pro-étale
galoisien de groupe G, avec X = Spa(R, R™") affinoide perfectoide sur C. Si k > 1, notons
Xy le produit fibré de X k-fois avec lui-méme au-dessus de X.

Br(Xy) = C°(G* !, B;(R, RY)).

Démonstration. — On sait que X~ X x G*=1, puisque X — X est un revétement pro-
étale de groupe G. Ecrivons G comme limite inverse de groupes finis G;. Comme dans la
preuve de la proposition 2.9.3, il suffit de décrire les sections de A;y¢ sur X et pour cela on
montre par récurrence sur m que

W(O")/p™ (X) = lim LC(Gy, W(R'))

et que la cohomologie de W(OH) /p™ sur X en degré positif est nulle. Le deuxiéme point a
déja été vu dans la preuve précédente, puisque X, est affinoide perfectoide. Pour le premier,
il suffit de le faire pour m = 1, i.e. pour OF /p. C’est alors une conséquence de [129, Lem.
3.16]. O

Soit X un espace adique localement noethérien sur Spa(Q,, Zy).
Proposition 2.9.5. — On a une suite exacte de faisceaux sur Xc prost *
0— Q, — B[1/t]*=" — Bqr/BJz — 0.

Démonstration. — Comme les algébres affinoides sympathiques forment une base de
X prost, U'exactitude se déduit de la suite exacte (SEF 3E) de [35, Prop. 8.25] et du fait
que B[1/4]*=! = B*[1/]#=! (car pour tout entier k, B#=F" = (B¥)?=P", cf. par exemple
91, Cor. 5.2.12]). O
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